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ВВЕДЕНИЕ
Тонкостенные гладкие и подкрепленные ребрами соистые оболоч-
ки Из композитного материала получили широкое применение в раз-
личных областях техники. Развитие сверхзвуковой авиации, машино-
строения и приборостроения, ракетной техники и ряда других отрас-
лей, где используются данные конструкции, вызвало жизненную не-
обходимость в проведении серьезных научных исследований поведе-
ния оболочек при различных воздействиях. Во многих практически
важных задачах возникает проблема создания конструкций наимень-
шего веса при ограничениях на прочность, на устойчивость и при
других физических ограничениях. При этом бывает необходимо про-
изводить расчет конструкций переменной жесткости, переменной гео-
метрии и с переменными параметрами структуры. Для многослойных
оболочек из композитных материалов немаловажным является такхе
вопрос об эффективном методе определения деформативных характе-
ристик, исходя из свойств волокон и матрицы и в зависимости от
вида упаковки. Среди большого числа работ, посвященных исследо-
ванию слоистых анизотропных ребристых оболочек, сравнительно ма-
ло работ, в которых исследование оболочек выполнено с учетом
дискретного размещения ребер и с учетом структуры композитного
материала. Большинство исследований относится к оболочкам с про-
дольно поперечными ребрами. Практически отсутствуют решения, учи-
тывающие дискретный характер размещения спирально винтовой систе-
мы ребер. Поэтому создание универсальных методов, алгоритмов и
программ для решения таких задач является важной и актуальной
проблемой.
При расчете конструкций из композитных материалов, в частнос-
ти, оболочек, задачу можно разбить на две части. Первая часть
задачи - это определение жесткости ( упругих характеристик )
композита на основе структурных параметров материала, вторая
часть - определение прочности, устойчивости, частот собствен-
ных колебаний оболочек. Для решения второй части задачи необ-
ходимо сначала решить первую.
Механика композитов основывается на двух различных, допол-
няющих друг друга, подходов. Первый, традиционный подход, осно-
ван на рассмотрении композита как макрооднородного анизотропно-
го материала. С точки зрения такого подхода, поведение материа-
ла можно охарактеризовать таким же образом, как и поведение лю-
бого другого идеально анизотропного материала, не рассматривая
его микроструктуру. Предположение об однородности позволяет при-
менять существующие методы анализа слоистых сред при проектиро-
вании многослойных пластинок и элементов оболочек из композита.
Так, например, для описания прочности при сложном напряженном
состоянии применяются феноменологические теории прочности ани-
зотропных материалов. Однако такой подход не обеспечивает глу-
бокого понимания поведения композита и не позволяет учесть ряд
его особенностей. Критический обзор данного направления можно
найти в работах /13, 21, 24, 44, 457.
Другое направление представляет собой так называемый микро-
механический или структурный подход. это такке феноменологичес-
кий подход, только на уровне матрицы и волокон. Пои этом вместо
малого объема квазиоднородного композита рассматривают моново-
локно арматуры, помещенное в матрицу, имеющую форму прямоуголь-
ной призмы. На основе этого нового структурного элемента, зная
геометрические параметры, можно определить практически все ха-
рактеристики композита, исходя из свойств армирующих волокон и
матрицы. При этом после решения краевой задачи определения напря-
жений в структурных элементах для определения прочности компози-
та применяются различные критерии разрушения отдельно для воло-
кон и матрицы. Ряд ранних исследований в области микромеханики
был направлен на получение оценок упругих свойств композита
[ 977. Дальнейшее развитие этого направления позволило теорети-
чески оценить поведение однонаправленно армированного материала.
В работе /105 7 методом конечных элементов ( МКЭ ) исследова-
лось упруго-пластическое поведение однонаправленно армированно-
го композита при растяжении вдоль волокон. В работах /74, 76 /
методом конечных элементов дан численный анализ пооцесса разви-
тия трещин в однонаправленно армированном композите при нагру-
жении перпендикулярно армирующим волокнам. Решение строится с
учетом пластических свойств матрицы. В работе / 92 7 получены
поверхности прочности композитного материала с учетом температу-
ры. Микромеханический подход при исследовании прочностных свойств
композитных материалов также применялся в работах /75, 80, 93,
94 /. Однако исследования разрушения при сложном напряженном
состоянии, основанные на микромеханическом подходе, практически
отсутствуют. Также крайне мъло работ, в которых произведено срав-
нение результатов, полученных расчетным путем, с эксперименталь-
ными данными.
Одним из определяющих факторов для оболочек, работающих на
устойчивость и в режиме колебаний, является жесткость материала.
Для определения жесткости многослойного композита в зависимости
от структура армирования используется теория армирования. Сбцщая
схема решения в этом случае следующая. Сначала по теории армиро-
вания определяется жесткость монослоя, обычно однонаправленко
армированного. Затем по теорий анизотропных и слойистых пластин
и оболочек /6,7, 15, 26, 27, 40 7 определяются жесткосеные
характеристики оболочки. Усредненные жесткости монослоя опреде-
ляются по формулам теории армирования. Различные подходы к опре-
делению усредненных жесткостей композита рассмотрены в работах
Г Т5, 20, 33, 51, 63, 64, 96 7. Для материалоы с анизотропными
волокнами определение усредненных характеристик рассматривалось
в работах /32, 98, 99, 103 /. Для монослоя усредненные характе-
ристики можно получить также из решения пространственной задачи
теории упругости с помощью МКЭ /1027. При этом появляется воз-
можность рассматривать различные виды упаковки волокон, волокна
различной формы, а также анизотропные волокна и матрицы /57 7.
Широкое применение для решения задач по определению напря-
женно-деформированного состояния, устойчивости, динамического
поведения конструкций, получил МКЭ. Свою популярность этот ме-
тод завоевал не только универсальностью решения, но и возмоя-
ностью единым образом автоматически подготовить задачу к реше-
нию. Основы теории МКЭ достаточно полно изложены в монограйи-
ях /36, 50, 62, 65 и др. /. Однако, несмотря на растущую но-
пулярность, всеобщее признание и успешные попытки применения
для решения широкого класса задач механики сплошной средн, для
некоторых задач МКЭ еще не получил должного завершения. В пер-
вую очередь, это относится к проблемам ангелиза тонких оболочек
и конструкций, созданных на их основе. Встречающиеся при этом
трудности связаны с решением вопросов обеспечения совместности
по гранипам смежных элементов, с аппроксимацией криволинейных
поверхностей и с исключением деформаций в криволинейных элемек-
тах при смещениях их как жестких тел. Несмотря на болыхшое число
публикаций, посвященных применению МКЭ для анализа тонких оболо-
чек, в настоящее время имеются лишт несколько моделей высокоточ-
Ных искривленных конечных элементов, в которых более или менее
корректно решены эти вопросы. Причем используемые элементы чрез-
вычайно сложны, требуют трудоемкого интегрирования и весьма не-
удобны при практических расчетах.
Все оболочечные элементы можно разделить на четыре группы:
- оболочечные элементы как совокупность плоских элементов;
трехмерные оболочечные элементы;
— осесимметричные оболочечные элементы;
— криволинейные оболочечнные элементы.
При использовании элементов первой группы предполагается, что
поведение непрерывной криволинейной поверхности достаточно точно
описнвается поведением поверхности, составленной из малых плоских
элементов. Из физических соображений следует, что с уменьшением
размеров элементов решение доляно сходиться, и, как показивает
опыт, такая сходимость действительно наблюдается. С помощью эле-
ментов именно такого типа были решены практически вахные задачи.
Существует много работ, посвященных этим проблемам. Так, плоские
элементы использованы в работах зв, 82, 87, 108 /. Сснозной не-
достаток плоских элементов состоит в том, что при их использова-
нии взаимное влияние друг на друга мембранных и изгибных дефор-
маций учитывается только на границе. В связи с этим для получения
приемлемого решения необходимо производить достаточно мелкое раз-
биение области на конечные элементы.
Вторую группу элементов, применяемых для расчета толстостен-
ных конструкций, составляют пространственные изопараметрические
элементы с некоторыми упрощающими гипотезами относительно кинчема-
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тики элемента. этому направлению посвящены работы Гта, 36,
797.
Впервые к решению осесимметричных задач ( элементы третьей
группы ) были приведены в работе /25 /. При этом рассматрива-
лись простые усеченные конусы. В работах /30, 66, 95 7 рас-
сматриваются возможности применения различных криволинейных
координат. Данному направлению посвящены и работы /73, 109 И.
При расчете оболочечных конструкций широко применяются
криволинейные оболочечные элементы. При этом используются кои-
волинейные координаты, способы введения которых описаны в ра-
ботах /36, 62 /. Несколько вариантов применения таких элемен-
тов в форме метода перемещений описано в работах /14, 7Т, 89,
90, 107_/. Один из самых простых способов построения криво-
линейных оболочечных элементов состоит в использовании теории
пологих оболочек /89, 90 /. При этом предполагается, что эле-
мент является пологим относительно локальной системы координат
в плоскости, проходящей через его узловые точки, а энергия де-
формации элемента определяется с помощью соответствующих внра-
жений, содержащих производные по координатам в плоскости про-
екции. В результате можно использовать такие ке Функции фоомы,
как и для плоских элементов, причем интегрирование проводится
в плоскости.
Теоретическое описание треугольного оболочечного элемента
с учетом гипотезы Кирхрофа-Лява впервые было дано в работе
/84 7. Этому направлению посвящены работы /86, 1107. В ра-
ботах /`85, ЭТ, 100, 1147 построенн различные конечкке элемен-
ты для произвольных оболочек. Однако при построении элементов
с использованием соотношений, основанных на гипотезе Киохгофа-
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Лява, возникает ряд трудностей, связанных.с необходимостью обес-
печения гладкости аппроксимирующих функций.
Все вышеупомянутые совместные конечные элементы оболочек
чрезвычайно сложны, при реализации требуют больших затрат ма-
шинного времени и оказываются неэффективными для решения за-
дач, в которых свойства материала меняются скачкообразно. Все
эти трудности можно преодолеть, если при построении конечных
элементов использовать теорию типа Тимошенко-Рейснера. этому
направлению посвящены работы /`16, 29, 59, 71] ЕЕ,957.
При расчете оболочек, усиленных ребрами, различают два
случая: Т) оболочка усилена густо расположенными ребрами дест-
кости, что позволяет применить метод "размазывания"; 2) ребра
жесткости расположены редко, при этом возникает необходимость
учета их дискретного расположения. В ранних работах по расчету
ребристых оболочек рассматривался первый случай. В более позд-
них работах уже рассматриваются оболочки, подкрепленные дискрет-
ной системой ребер.
Основы теории ребристых оболочек заложены в работах
3.3.Власова и А.И.Лурье, которые построили уравнения равнове-
сия продольно подкрепленной цилиндрической оболочки в переме-
щениях. При этом ребристая оболочка рассматривалась как кон-
струкций, состоящая из соответственно оболочки и подкрепляющих
ее одномерных упругих элементов. В.3.Власов учитывал влияние
ребер введением в уравнения равновесия обшивки в качестве до-
полнительных нагрузок реакций ребер, которые затем с использо-
ванием уравнений равновесия ребер исключались. Й.И.Лурье для
вывода уравнений равновесия использовал принции возможных пе-
ремещений.
— 42.-
К настоящему времени известно лишь ограниченное число
задач, для которых получены точные аналитические решения. это
задачи определения напряженно-деформированного состояния зам-
кнутой цилиндрической оболочки, усиленной продольными ДБ, 10,
35 / либо кольцевыми /27 7 ребрами. Для замкнутой круговой
оболочки, усиленной продольными ребрами, в наиболее простой
форме решение получено в случае граничных условий шарнирного
опирания и при условии, что искомые функции можно представить
в виде тригонометрических рядов по продольной координате /57.
Решение значительно упрощается при использовании двойных три-
гонометрических рядов. В этом случае оно сводится к определе-
нию точных решений бесконечных систем линейных алгебраическ
уравнений ДТО, 35./. Необходимо отметить, что для ряда задач,
решение которых можно свести к системе обоснованных диерен-
циальных уравнений конечного порядка с переменными коэффициен-
тами, можно получить практически точные решения на основе ме-
тода дискретной оотогонализации. В частности, текие решения
получены для оболочек вращения, усиленных кольиевыми ребрами
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Для расчета произвольных оболочек с произвольными гоанич-
ными условиями широко применяется метод конечных разностей
ДТ, 2, 31,а в последнее время и метод конечных элементов
Дт, 617.
Метод конечных элементов использован в работах /33, 34,
37, 60 /, где определены напряхенно-деформированные состояния
различных оболочек как с продольными, так и с поперечными реб-
рами.
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Большой общностью для решекия задач деформирования ребрис-
тых оболочек обладает подход, основанный на применении импульс-
ных функций, развитый в работе /52 7.
Одной из основных причин появления ребристых оболочек явля-
ется их устойчивость под действием различного вида нагрузок.
Первыми работами, в которых устойчивость цилиндрических оболо-
чек с кольцевыми ребрами изучалась с учетом их дискретного раз-
мещения, являются работы Д4, 28 7. Позднее появились работы,
посвященные устойчивости цилиндрических оболочек, усиленных пе-
рекрестной системой ребер. Решение данной проблемы получено на
основе энергетического метода и одночленной аппроксимации пере-
мещений в работах /8, 9и др. / В этих работах было показано,
что во многих случаях определяющими являются такие форме волно-
образования при потере устойчивости, которые можно описать толь-
ко с помощью теории, учитывающей дискретное размещение ребер.
Точные решения некоторых задач устойчивости ребристых оболочек
получены также в работах / 18, 19, 4Т, 47, 1127.
Среди работ, посвященных колебаниям ребристых оболочек,
весьма значителна доля статей, в которых исследуются колебания
цилиндрических оболочек, усиленных кольцевыми или продольными
ребрами /ЗТ, 42, ПТ, 113 7.
Имеется большое число работ, содержащих численное исследо-
вание собственных частот колебаний оболочек вращения, усилен-
ных перекрестной системой ребер /43, 48, 67, 78 и др. 7.
Однако полностью отсутствуют работы, посвященные расчету
оболочек со спирально винтовой системой ребео с учетом их дис-
кретного расположения, как по определению напряженно-дебооми-
рованного состояния, так и по расчету устойчивости и частот
собственных колебаний.
Учитывая вышесказанное, в диссертационной работе ставилась
следующая цель: на основе метода конечных элементов и метода
суперэлементов разработать единый подход к решению задач рас-
чета многослойных ребристых оболочек из композитного материа-
ла, включая определение деформативных характеристик по свойст-
вам компонент, полей микронапряжений, а также определение кри-
тических нагрузок и частот собственных колебаний по усреднек-
ным характеристикам, и создать комплекс программ для решения
указанного класса задач.
Основное содерхание работы изложено в 4-х главах.
В первой главе предложена методика определения полей
микронапряжений однонаправленно и пространственно ортогональ-
но армированного композита. Получены начальные поверхности раз-
рушения композитных материалов, и результаты сопоставлены с
экспериментальными данными. Определены упругие характеристики
однонаправленно и пространственно ортогонально армированного
композита с анизотропными волокнами. Исследовано влияние вида
упаковки объемного содержания волокон, степени анизотропии во-
локон на деформативные свойства композита.
Во второй главе предложен полностью согласованный изопа-
раметрический треугольный конечный элемент для расчета неполо-
гих многослойных оболочек произвольной формы, учитывающий по-
перечный сдвиг и обжатие нормали. Получены матричы жесткости,
инкрементальной жесткости и масс. Исследованы свойства сходи-
мости данного элемента.
Третья глава посвящена расчету пилиндрических оболочек со
спирально винтовой системой ребер. Произведены расчеты на
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устойчивость и определены частоты собственных колебаний. Реше-
на задача оптимизации по весу цилиндрической оболочки со спи-
рально винтовой системой ребер при ограничении на частоту соб-
ственных колебаний.
В четвертой главе описан комплекс программ для решения
вышеизложенных задач.
Научная новизна работы выявляется в том, что разработан
единый подход, основанный на применении метода конечных эле-
ментов, для определения начальной поверхности разрушения и де-
формативных характеристик композитных материалов с линейно и
нелинейно упругой матрицей и изотропными или анизотропными
волокнами. На основе конечноэлементной дискретизации разрабо-
тана методика решения задач устойчивости, определения частот
собственных колебаний цилиндрических оболочек из композитных
материалов со спирально винтовой системой ребер. Для решения
данных задач предложен полностью согласованный изопараметрячес-
кий треугольный конечный элемент произвольных непологих мно-
гослойных оболочек, учитывающий деформации поперечного сдви-
га и обхатие нормали. На основе разработанной методики решен
ряд задач, в частности, определены деформативные характеристя-
ки и начальные поверхности разрушения композитных матерхалов,
определены кратические нагрузки устойчивости и частоты соб-
ственных колебаний цилиндрических оболочек со спарально вин-
товой системой ребер, проведена весовая оптимизация рассмот-
ренных оболочек при ограничении на низшую частоту собствен-
ных колебаний.
Практическая ценность работы зкалючается в разработке
методов и реализации на ЭВМ комплекса программ, предназна-
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ченных для решения широкого класса задач по расчету оболочеч-
ных конструкций из композитов и решении на основе разработан-
ных методов и комплекса программ ряда практических задач.
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Глава 1
ОПРЕДЕЛЕНИЕ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК И ПРОЧНОСТНЫХ
СВОЙСТВ КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ МЕТОДОМ КОНЕЧНОГО
ЭЛЕМЕНТА
В первой главе определены упругие характеристики и начальные
поверхности разрушения однонаправленно армированного и простран-
ственно ортогонально армированного композита с учетом анизотро-
пии волокон. Полученные численные решения сопоставлены с други-
ми известными решениями и экспериментальными данными. Для реше-
ния задачи использован метод конечного элемента. Полученные ре-
зультаты использованы в последующих главах при расчете многослой-
ных оболочек из композитного материала.
Т.Г. Модель материала
При расчете упругих характеристик и определении прочностных
свойств композитных материалов композит можно рассматривать как
совокупность суперэлементов, имеющих форму параллелепипеда ( рис.
Т.Г). Это означает, что композит образуется из геометрически
одинаковых элементов ( структурный элемент первого уровня ), ках-
дый из которых в случае однонаправленно армированного материала
( рис.Т.2 ) подвергается одинаковым воздействиям нагрузки. Основ-
ные предположения сводятся к следующему: Г) компоненты однород-
ные, линейно или нелинейно упругие; 2) армирующие волокна непре-
рывные; 3) между арматурой и связующим существует жесткое сцеп-
ление. В случае пространственно армированных композитов струк-
турные элементы первого уровня ( суперзлементы ), расположенные
по различным направлениям, образуют материал более сложной струк-
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туры. Здесь рассматриваются только ортогонально армированные ком-
позиты. Предполагается, что волокна в композите прямолинейны и
расположены регулярно в двух или трех взаимно ортогональных на-
правлениях. В таком случае можно выделить из композита характер-
ный объем, находящийся вдали от границ тела. Периодичность струк-












   
Рис.Т.Г. Структурный элемент первого уровня ( супер-
элемент ) композита: а - прямоугольная упа-
ковка; б - гексагональная упаковка.
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состоит из структурных элементов первого уровня, которые содер-
хат волокно и матрицу или только матрицу. Волокна и матрица -



















Рис.Т.2. Характерный объем однонаправленно армиро-
ванного композита: а - прямоугольная упа-




      
Рис.Т.3. Характерный объем пространственно
ортогонально армированного композита
Т.2. Определение поля микронапряжений в композите.
Т.2.Т. Поле микронапряжений в структурном элементе
первого уровня - линейно упругая задача.
Найдем связь между деформапиями суперэлемента и микронапря-
хениями, микродеформациями в структурных элементах второго уров-
ня. Обозначим через 6 И 3: соответственно напряжения в су-
перэлементе ( напряжения в структурных элементах второго уровня )
и напряжения, усредненные по объему суперэлемента. Соответству-
ющие деформации обозначим через Е: и Е. . Произвольное прос-
транственное деформирование суперэлемента можно описать, задав
шесть деформированных состояний - три сдвиговых и три одноос-
ных /`54,557. В таблице Т.Г приведены граничные условия в пере-
мещениях, средние деформации и напряжения структурного элемента
первого уровня. Кроме того, на границе волокна и матрицы ДОЛЕны
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Эти условия выполняются автоматически, так как задача решается
в перемещениях. Вследствие симметрии решение задачи, т.е. опре-
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деление напряженно-деформированного состояния ( НДС ), можно
определить для одного октанта. Так как в Т, ТТ, ПТ и УТ дефор-
мированных состояниях е.. = Сел5Ё ‚ то эти задачи можно решать
как плоские. Для состояний ТУ и У единственным отличным от нуля
перемещением является М, ‚ и эти задачи решаются как одномер-
ные. При решении плоской задачи в случае ТТТ деформированного
состояния, для обеспечения неразрывности перемещений на границе
между матрицей и волокном следует приложить дополнительные ра-
диальные силы. Величина дополнительных радиальных сил определе-
на из предположения, что волокно находится в бесконечной однород-
ной анизотропной среде, с усредненными упругими характеристиками
Д 547.
Как показали расчеты с использованием трехмерных конечных
элементов для всех шести деформированных состояний, результаты
решения плоской и пространственной задачи практически совпадают
в широком диапазоне изменения отношения жесткости волокна и мат-
рицы и объемного содержания волокон. Решение задачи для всех де-
формированных состояний осуществлялось методом конечного элемен-
та ( МКЭ ) с применением принципа минимума потенциальной энергии..
Для решения плоской задачи использовались известные треугольные
элементы постоянной деформации с шестью степенями свободы /`96_7
Для решения пространственной задачи выведен конечный элемент в
виде треугольной призмы, имеющий 18 степеней свободы, с линейной
аппроксимацией перемещений. Вариант разбиения структурного эле-
мента на конечные элементы показан на рис.Т.4.
Матрицы жесткости элемента получены с помощью соотношения:
[КТ = |87Ы[ВТУ , (1.2)
где в] - матрица упругости; [8] - матрица связи деформаций
—й5-





    
Рис.Т.4. Разбиение структурного элемента
на конечные элементы.
Используя конечный элемент ( Т.2 ), формируем общую матри-
цу жесткости [К] . Далее проблема минимизации функционала,
т.е. определение НДС суперэлемента, сводится к решению системы
линейных уравнений с ленточной матрицей:
[КТ = 18 , (1.3)
где 44 — вектор всех узловых перемещений; [6 — вектор
внешних сил.
Вводя граничные условия, решаем систему ( Т.З3):
-4
[ш} = К] {8}. (1.4)
Из узловых перемещений обчным образом получаем деформации и
напряжения в конечных элементах в матрице и волокнах и, тем са-
мым, определяем поля микронапряхений 0)’С, в структурных эле-
-24-
ментах второго уровня при заданном ©,,
Для нахождения поля микронапряжений в суперэлементе при лю-
бом заданном 3:
Т. С помощью выражений
Е: = 9: За (Т.5 )
определяются деформации, значения которых подставляются затем
в граничные условия. Здесь Чен - тензор податливости ( мето-
существуют два способа:
дика определения м и тензора жесткости Сен при задан-
ных шести деформационных состояниях дано в $ 1.4.1.
Далее, решая систему уравнений ( Т.З ), используя известные
соотношения МКЭ /`36./, можно получить С: в элементах второго
уровня.
2. Используя соотношения
16} =[А] [3] С т.6 )
Здесь кт -| Си, Сл @зь, а Сабы - напряже-
ния в элементе второго уровня; {41 =УИ -
заданное напряженное состояние суперэлемента; [А] - матрица
размером 6 х 6, отражающие связь между напряжениями, усредненны-
ми по ооъему суперэлемента ( макронапряжениями ), и напряжения-
ми в суперэлементе ( микронапряжениями ) для каждого конечного
элемента.
Для каждого конечного элемента можно установить следующую
[5.] = [А] (17)
Здесь [2] - матрица размером 6 х 6, компонентами которой яв-
зависимость:
ляются микронапряжения в элементе для всех деформационных состо-
яний; [2] — матрица размером 6 х 6, компонентами которой явля-
ются макронапряжения для всех шести деформационных состояний.
Из (Т.7 ) находим значение матрицы [А] .
[47= #162] —  Т.8 )
Подставляя ( Т.8 ) в (Т.6 ), получаем окончательное соотнопше-
ние между микронапряжениями в элементе ( напряжениями в элемен-
тах второго уровня ) и макронапряжениями ( напряжениями элемен-
та первого уровня ) для произвольного напряженного состояния:
{<} = [2 162] {3 (1.9 )
Таким образом формула ( Т.9 ) дает величины напряжений в элемен-
тах второго уровня при произвольном напряженном состоянии супер-
элемента.
На рис.Г.5 а, 6 ( кривые Т ) показано распределение нор-
мальных напряжений в радиальном сих ( рис.Т.5 а ) и окрукном
Суз ( рис.Г.5 6 ) направлениях на границе волокна и матрицы
для стеклоэпоксидного композита при действии на него растягива-
ющего напряжения м . Исходные данные: Ед = 7°10% МПа;
а = 0,20; Ем = 3,5-103 мпа, Ум = 0,34; 4 = МИ =
- 0,55. Здесь Е ,‚ Ем ‚ \а ‚ \м - модули упругости и
коэффициенты Пуассона волокон и матрицы соответственно, д“ -
объемное содержание волокон в суперэлементе. На рис.Г.5 показа-
ны также напряжения, полученные из решения задачи по методу ко-
нечных разностей (`11]( кривые 2 ) и по аналитическому методу,
использующему разложение функции напряжений в ряды Фурье ( кри-
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Рис.Г.5. Распределение нормельных напряжений
в радлальном (а) и окружном (6) на-
правлениях.
Т.2.е. Поля макронапряжений в структурном элементе
первого уровня - нелинейно упругая задача.
В предыдущем параграфе поля напряжений в композите найдены
методом конечного элемента в предположении, что связь для обоих
компонентов подчиняется закону Гука. Однако у большинства поли-
мерных матриц преобладают нелинейно-упругие деформации, особенно
при действии скимающих или касательных капряхений. На рис.Г.6
представлена типичная диаграмма растяжения и скатия для эпоксид-
ной матрицы. Пра сжатии материала до разрушения имеются значи-
тельные неупругие деформации. Пря растявении большинство теруо-
реактивных смол ведет себя хрупко. Отклонение диаграммы (- ©
от линейности наблюдается лишь при напряжениях, близких к разоу-
пающим. Ясно, что учет нелинейности может привести к значительным
поправкам НДС в компонентах. Различные задачи неупругого поведе-
ния рассматривались в работах /91, 33,94, 405 7. Но эти мо-
дели предполагают одинаковые диаграммы (^. & при растяжении и







Рис.Г.6. Кривая деформирования полимерной
матрицы.
Рассмотрим случай простого нагружения, когда диаграмма де-
формирования нолимерной матрицы аппроксимируется тремя линейны-
ми участками ( рис.Г.6 ). Для любого количества участков алго-
ритм решения в принципе такой же. Через 6: ‚ Ее: обозначим
величины напряжений и деформаций, при которых достигается предел
пропорциональности, через се" ‚ &{7 - при которых происходит
разрушение материала.
Для описания поверхности предела пропорциональности использу-
ется уравнение /^ 54 7:
4 172 -#.3
ПИ (т.т,т, = 41+,1 144. 1, Г +4, 1
, 1, = ( Т.О )
- -3 -& 74
нотДе Г, +41, 1 -1=0.х
—4 83-—
здесь Г.= ; Г,= (: С: ; Т,= Се ти (ис - инварианты
тензора напряхений; «4: - константы, определяющиеся из значений
пределов пропорциональности «(ук [45]
Поверхность прочности в пространстве главных напряжений опи-
сывается таким же уравнением, но с другими константами:
+ 4 2,
1-3
4(1..1..1) = КТачьД кк, "Т
НК, 1+
. а р тт)
КС [, [,+ К р, 11, +1, [, -1=0.
Здесь Кс - константы, определяющиеся из характерных прочностей
ск (.15: .
На рис.Г.7 представлены сечения плоскостью (р = О поверхнос-
ТИ у =0 ( кривая Т ) и поверхности прочности Ф =0 ( кри-
вая 2 ) со следующими константами материала:
744 = {20100; 10530; -1950; 3660; 8650; -Т270;
800 { Т/МПа;
{1 ={ 13650; -5100; -2880; 2000; 7270;
(1.12)
1850; -120 1 Т/МПа.
Деформирование материала описывается следующим образом. Если
АИ $ ОСТ этап деформирования ), то полимерная матрица рабо-
тает линейно-упруго и деформирование подчиняется закону Гука с
константами Ех , \т . Если 1/7 =0, то дистигнуты напряжения
(.с предела пропорциональности и начинается 11 этап деформиро-
вания. На втором этапе при у > 0и УСО связь между прира-
щениями напряжений Д Са и деформаций 4 6 также линейна и
закон деформирования имеет вид:
{1 =} ((} - [6+ (64,
(1.13)
—14-
где {©| и {< — текущие значения напряжений и деформаций при




Рис.1.7. Поверхности предела пропорциональности
и прочности полимерной матрицы.
Таким образом дефориирование полимерной матрицы характеризу-
ется константами: Ей ,‚`)л ‚Ел ,\»ь п функцией “р ( Г,
1,1, ).
Для подсчета микронапряжений используется МКЭ. Алгоритм ре-
шения сводится к следующему.
Т. При заданных граничных условиях решается линейно-упругая
задача с константами Т этапа. Для полимерной матрицы имеем ураз-
нение {54 = (527. (6} ‚ где {<4 ‚ {= — полные напряжения и
деформации в конечном элементе; [27 — матрица упругости с конс-
тантами Т этапа.
2. При заданном макронапряженном состоянии [4] находятся
элементы, в которых выполняется условие и = 0. Это означает,
что в данных элементах достигнут предел пропорциональности и, тем
самым, определены макронапряжения {4.1 и макродеформации (е,.
-50-
3. Достигнутые на Т этапе в этих элементах деформации и напря-
хония рассматриваются как начальные для ГГ этапа деформирования
элемента. Затем вычисляются обусловленные начальными деформация-
ми и вапряжениями силы, которые в узлах элементов добавляются к
внешним. Силы в узлах элемента, обусловленные начальными деформа-




Здесь [К -- матрица жесткости элемента с константами материала
п этапа; 49.1 - достигнутые в конце Т этапа перемещения в
узлах элемента; [6] - матраца связи деформаций и перемещений.
Силы в узлах элемента, обусловленные начальными напряжениями
с иде
(ерс-Ле 64и- КЕ. в
Здесь (К]г — матрица жесткости элемента с константами матерхала
Т этапа.
4. Далее задается приращение макродеформаций Д {е} =
= 0,02 + 0,05 {е1 ‚ Т.е. перемещений 4{91 на границах эле-
ментарного блока [  {, Следует отметить, что дальнейлее нагруже-
ние таково, что макродеформации меняются пропорционально {е; .
В то же время из-за нелинейных деформаций матрицы макронапряхе-
НИЯ {41 уе не меняются пропорционально. Для достикения про-
порционального изменения макронапряжений необходимо на кодом
шаге приращений построить еще один процесс итераций для отыска-
ния такого приращения макродеформаций де ‚ которое сохраняет
—$1-
пропорциональный путь нагружения в пространстве макронепряжений.
Для определения полных перемэщений 9р после приращения
макродедормаций на Д {е\ имеем следующую систему ланейных урав-
нений:
(КЛ. {9} + Е. Е; В =0
шв [К0} 97.
с
Здесь [К[= 2К1 - матрица жесткости всей системы, которая по-
(т.16 )
лучается обычным образом - путем объединения узловых сил в ан-
самбль; {Е}; = Е. и (ЕЙ. =5- суммарные силы в уз-
лах, обусловленные начальными деформациями и напряжениями в эле-
ментах; [6] - внешние силы в узлах системи;[1={®у 8.ЕЯ. -
суммарные силы в узлах системн. Отметим, что матрицу [К[т нет
необходимости формировать заново, так как в ней изменяются толь-
ко строки, соответствующие узлам, к которым примыкают элементы,
переходящие с Т этапа деформирования на ТТ. В связи с этим систе-
му (1.16 ) для второго и дальнейших магов удобно решать не пря-
мым, а итерационным методом, используя в качестве начальных праб-
лижений перемещения на предыдущем шаге. Для решения системы
(1.16 ) использован метод релаксации. При первом обращении мат-
рацы на Т этапе использовался метод исключения Гаусса. Перемеще-
ния определялись из решения системы ( Т.16 )
5. Величина напряжений в конечных элементах определяется сле-
дующим образом. Для элементов, которые еще работают на Т этапе
деформирования, напряжения подсчитываются из перемещений, исполь-
зуя матрицу упругости с константами Г этапа:
{< - 27,879}. (1.17)
- 32-
Для элементов, работающих на ТТ этапе деформирования, из
(1.13 ), используя перемещенля {9.1 ‚ которче были в узлах
данного элемента в конце Т этапа, когда он переключался на ГП
этап деформирования, имеем:
{53 =.В-0944)+ [87941 =
= 4664.
Здесь [1 — напряжения в элементе, когда в нем был достигнут
предел пропорциональности; 4:1- приращение напрякений в эле-
менте из-за неупругих деформаций.
6. По напряжениям ( Т.17 ) и (1.18 ) проверяется условие
прочности ( Т.Г) для всех элементов в цолимерной матрице. Нро-
(т.18 )
верка прочности для конечных элементов, которые находятся в во-
лонне, производится по условию Мизеса. Бели для какого то эле-
мента > 0, это свидетельствует о начале разрушения в мат-
рице. Соответствующие макронапряжения [‹<7 и макродеформа-
ции характеризуют точку в пространстве напряжений или деформа-
ций, когда наступает начальное разрушение. Рассматривая различ-
ные простые пути нагружения, можно, таким образом построить на-
чальную поверхность прочности композита с учетом нелинейного
деформарования матрицн.
Если ЧФ< О для всех конечных элементов в матрице и не
нарушено условие прочности Мизеса для элементов в волокне, то
происходит переход к пункту 2 и устанавливаются элементы, пе-
решедиие на ТТ этап деформирования, т.е. в которых и 2 0.
-$3-
Т.е.3. Цоля мякронапряхений в пространственно-
ортогонально армярованном композите.
Суперэлемент рассматривается как конечный элемент с усрэд-
ненной хесткостью, связь между напряжениями и деформациями ко-
торого дает соотношение
1 — [97 {е} (1.19)
Здесь [>] — матраца жесткости материала размером 6 х 6; (17 ‚
{е} - векторы размером 6 х Т, напряжений и деформаций.
В качестве узловых выбираем угловые точки структурного эле-
мента первого уровня. В каждом узле имеем тра перемещения, т.е.
суперэлемент имеет 24 степени свободы. Трилинейная аппроксима-
ция перемещений внутри элемента стандартным образом позволяет
получить / 36 / выражения для перемещений через узловые пере-
мещения
#441 =ТМ ГМ, , ‚1 19 ° (1.20 )
Здесь = 14, У 47} - вектор перемещений произвольной точки
структурного элемента первого уровня; 79ре - вектор узловых
перемещений размером 24 х 1; [ - единичная матрица размером
3х3; М, „М ,..., Ш = функции форин суперэлемента /367.
Подставляя выражение ( Т.20 ) в соотношения Коши для деборма-
ций, получаем
{ет = [8] (9}°. ( Т.21 )
Здесь [37 - матраца связи деформаций в элементе и узловых пе-
ремещений размером 6 х 24. Из формул ( 1.19 ) и (Т.2Т ) получа-
ем напряжения в суперэлементе:
{1} = [27 [8] 15<
(1.22 )
—Зи-
Матрицу жесткости [К] " размером 24 х #4 получаем выра-
жением ( Т.2 ).
Далее при заданной геометрии упаковки волокон решаем задачи
деформирования для характерного объема композита. М, ( рис.Г.е ).
Для ортогональной упаковки волокон локальная система коорди-
нат суперэлемента совпадает с глобальной системой координат для
композита. В зависимости от направления волокна в суперэлементе
меняются лишь усредненные жесткости суперэлемента в глобальной
системе координат. Для суперэлементов, содержащих только матри-
пу, используется матрица жесткости изотропного материала с конс-
тантами упругости матрицы Е» ‚ \)м . Ставдартным образом объе-
динив суперэлементы в ансамбль /`56 7, приходим к системе урав-
нений ( Т.З ). Решая задачу ( Т.3 ) для шести деформированных
состояний ( граничные условия на границах характерного объема
аналогичны условиям, поставленным на границах суперэлемента ),
получаем перемещения ( Т.4 ) в зависимости от деформаций компо-
зита Ем ( А - деформированное состояние ). Из выражений
(1.4 ), (Т.21 ) и ( 1.22 ) получаем деформации {е} и напря-
жения у в структурных элементах первого уровня для шести
деформированных состояний, что позволяет определить тензор хжест-
костико и тензор податливости Чв для композита ( мето-
дика определения Ага дана в $ 1.4.2 ). Связь между произволь-
ными деформациями характерного объема Ес и усредненными по
характерному объему напряжениями композита $4 может быть пред-
ставлена следующим образом:
Зет = Аж] Ев | (1.23 )
Бр =@щ $4. (1.24 )
Методика определения микронапрякений в структурных элементах
второго уровня С.<’ при заданных макронапряениях Зеследую-
щая:
Т. Из формулы ( 1.24 ) при заданном 5 находятся деформа-
ций характерного объема композита
(Е}= [2] с; (1.25)
Здесь Е}- { Е, ‚ Е, Езз, Ал, АЕ, 1Е,. 1 — матрица деформа-
ций композита; (@] - матрица податливости композита; [5р. - мат-
рица напряжений.
2. Определяются перемещения на границах характерного объема,
соответствующие деформациям ( Т.25 ).
3. При соответствующих граничных условиях решается объемная
задача ( Т.4 ) и определяются перемещения в каждом узле всех
структурных элементов первого уровня ( суперэлементов ).
4. По формуле ( Т.22 ) определяются средние напряжения всех
суперэлементов.
5. Используя формулу ( Т.9 ), определяются микронапряжения
структурных элементов второго уровня.
Предложенная методика будет использоваться далее при реше-
нии задачи по определению начальной поверхности прочности, где
необходимо найти связь мехду заданными макронапряхениями 5]
композита и микронапряжениями в структурных элементах второго
уровня че .
Т.3. Начальная поверхность разрушения композитных
материалов.
Т.3.Т. Однонаправленно армированный композит.
Задача по определению начальной поверхности разрушения, оче-
видно, распадается на две части - определение поля микронапряде-
-216-
ний в компонентах ( см. $ Т.2.Т ) и анализ прочности армирующих
волоксн и связующего. Для определения поверхности прочности ком-
позита необходимо установить, в какой точке композита появляется
начальное разрушение. Для полимерного связующего имеем условия
(1.10 ) и (Т.1Г ) с константами ( 1.12 ) / 577.В качестве
условия разрушения волокон используем кратерий Мизеса:
2 1Ть = (=...)” (1.26 )
Здесь Ющо - прочность волокон на растяжение; 15. = $ 3: -
второй инвариант девиатора напряжений; 5$ = Се -дур — девиа-
тор напряжений; © = < - гидростатическое давление.
Построение поверхности прочности производилось следующим об-
разом. В шестимерном пространстве напряжений Ч с помощью од-
ного параметра С задавалось напряженное состояние:
4и= Г <05 % |
А.=Л $т Чу 695%!
Зь яр зп - 3еп Чи 605;
Зе=Л 3 & ми № 5 6054,
Ав=Л и 4х мп Чи ми 4 Яй, 69$ 4,
Ааа ти Ч ив Чу ав В ивИИ
( отметим, что при рассмотрении однонаправленно армированного
( Т.е7 )
композита, {5| {42 ‚ где 5 — средние напряхения
характерного объема композита ). Здесь % - углы, характерязу-
ющие положение ‹/’ в пространстве 99 . При заданных Ч& выране-
ния ( 1.27 ) подставлялись в ( Т.9 ), а соотношения ( Т.9 ) для
конечных элементов, находящихся в волокне, в свою очередь - в ус-
ловия ( 1.26 ), а для элементов, находящихся в срязующем - в ус-
ловия ( Т.ТО ), ( Т.ТТ ). Методика определения поля млкронапрязе-
ния (С.(] в зависимости от Л.7 дана в $ Т.2.Г. Для каждого эле-
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мента определялась величина 2", при которой происходит разру-
шение в этой точке. Из всех /?* выбиралось минимальное значение
Л. ‚ что определяло величину макронапряжений, при которых в
суперэлементе появляется первая микротрещина. На рис. Т.8. пока-
заны различные сечения поверхности предела пропорциональности
(Т) и поверхности прочности (2) по линейно-упругому анализу, со
следующими характеристиками жесткости компонентов: Ра = Т.10 МПа;
а =0,2; Ем =3,5-103 МПа; У, = 0,35. Объемный коэффициент
армирования/ = 0,6. Кружками на всех рисунках отмечены экспе-
риментальные значения прочности однонаправленно армированного
стеклоэпоксидного композита Д+07. Точки при растяжении волокон
соответствуют величине напряжения, при котором в образце начина-
ется фотонная эмиссия, указывающая на начало разрушения. Напря-
жения даны в МПа. Элементарный блок структурного элемента был
разделен на 260 треугольных конечных элементов постоянной дефор-
мации. Количество узловых точек равно 152. Анализ напряженного
состояния в компонентах показал, что наиболее нагруженным местом
в композите является граница между волокнами и матрицей. На рис.
Т.9 показаны линии уровня главных напряжений Си и функции ф ,
характеризующей нагруженность точки при сжатии поперек волокон,
когда в опасной точке достигнут предел прочности. Главное направ
ление напряжения (С, совпадает с направлением волокна, главные
напряжения С, и (С; действуют в плоскости А ^//, . Главные на-
правления напряжений <. и (С, меняются от элемента к элементу,
так как сдвиговое напряжение („ меняется в зависимости от коор-
динат. Цифрами на линиях уровня главных напряжений указана вели-
чина их отношения ‘к макронапряжению $“
Далее приводим результаты расчета деформирования до начала
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Рис.Г.8. Сечения поверхностей предела пропорпиональ-
ности и прочности композита плоскостями
$3 =0 (а), 5м =0 (6), 5, =0 (в),
$«- Зьь = 0
—33-
анализу со следующими характеристиками композита: Еда = 1.10? МПа;
= 0,2; Е» = 3,5.108 ма; 2 = 0,35; №№ = 0,3; = =0,4;
СЯ = 4,45 МПа. Здесь):° ,)»„ - коэффициенты Пуассона при рас-
тяжении и сжатии на втором этапе деформирования. Эксперименталь-
но установлено, что для термореактивных смол коэффициент Пуассона
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Рис.Г.9. Линии уровня главных напряжений и напря-
хенности в момент начала разрушения.
Рассмотрим нагружение композита при двухосном сжатии поперек
волокон $ = 5: Ё 0. Методика определения поля микронапряжений
при нелинейно упругом анализе дано в $ Т.2.2. На рис. Т.ТО пока-
зано развитие нелинейно-упругих зон в матрице до начала разруше-
ния. На рисунках последовательно изображены случаи {е} = Г, 05 {е/}
т‚4.1 ‚ 2,3 {© . При последнем значении деформации начинается
разрушение в матрице. Места начала разрушения обозначены двойной
штриховкой. Соответствующие макронапряжения $ = и = -40Т,2МПа.




   
Рис.Г.ТО. Развитие нелинейно-упругих зон
в матрице
На рис. Г.ТТ изображены сечения в плоскости Зи“ ль поверх-
ности предела пропорциональности ( кривая Т ), поверхности проч-
ности по линейно-упругому анализу ( кривая 2 ) и по нелинейно-
упругому анализу ( кривая 3 ). Видим,что при напряженных состояни-






Рис.Г.ТТ. Сечения поверхностей предела пропорцио-
нальности и прочности композита плос-
КОСТЬЮ 5ъъ = 0.
—М-
Величину нелинейно-упругого деформирования полимерной матрицы ха-
рактеризует расстояние между поверхностью предела пропорциональ-
ности и поверхностью прочности. При растягивающих напряжениях
обе поверхности почти совпадают, т.е. имеет место хрупкое разру-
шение, и анализ микронапряженного состояния можно провести, ис-
пользуя закон Гука. В то же время при сжаимающих напряжениях
поверхность прочности, полученная из неупругого анализа, значи-
тельно отличается от поверхности, полученной из линейно-упруго-
го анализа.
1.3.2. Пространственно ортогонально армированный композит.
Сравнение с экспериментом
Для характерного объема композита М“ в шестимерном про-
странстве напряжение 54 задается радиус-вектором Г и пятью
углами у. ‚ характеризующими положение ‹/^ в пространстве 5,
у
Зи = е25*;
Я. =$ 4; еоз 3, 7
Зуъ= $6и Ур $еп Чи 6054| (1.28)
а=0 54 461 Зи би695 У, }
$ п=/ 465 Ч: 361 Уи $6и Ч 5(и № 605 $
,
$54=/ 5: ф- Ми Чи ми В ии д би 3
При заданном у. по условию ( Т.26 ) для структурных элементов
второго уровня, находящихся в волокне, и по условию ( Т.ТТ ) для
элементов в матрице проверяется условие прочности для конечных
элементов второго уровня всех суперэлементов. Методика определе-













Рис.Т.12. Начальные поверхности разрушения трех-
мерно армированного композита ( соотно-
шение числа волокон 4:3:2 ).
—Ц5-
4
$ 1.2.3. Наименьшее У» показывает величину макронапряжений
композита 5 ‚ при которой начинается разрушение. На рис. Т.Т2
показаны различные сечения начальной поверхности разрушения трех-
мерно армированного стеклоэпоксидного композита, при соотношении
числа волокон в направлениях Х. ‚ Х. и № - 4.3.2. В данном слу-
чае в качестве характерного объема можно выделить повторяющуюся
структуру, изображенную на рис.Г.2. На рис.Т.1Т3 показана теорети-
ческая поверхность начального разрушения, полученная по предложен-
ной методике, и экспериментальные результаты /69 7 ( обозначе-
ны А ), где начальное разрушение в компонентах связано с нача-
лом фотоэмиссии. Видно, что поверхность начального разрушения,по-
лученная по МКЭ, хорошо согласуется с началом появления фотоэмис-
сии в материале. Были использованы следующие исходные данные: со-
отношение числа волокон в направлениях № , № и 4- 1:2:0;
объемный козффипиент армирования / = 0,6; Ех = 10? Ма; < =
= 0,21; прочность при растяжении волокон ..› = 3,7-103 МПа; Ем =




Рис.Т.13. Теоретическая поверхность начала









щих напряжений (Т), напряжений, соот-
ветствующих появлению фотоэмиссии (2),
теоретическая кривая начала разрушения
(3) при аа 0
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щих напряжений (Т), напряжений, соот-
ветствующих появлению фотоэмиссии (2),
теоретическая кривая начала разрушения
(3) при 5$“ =0
- И5-
Сравнение теоретических и экспериментальных кривых дано так-
хе на рис.Т.14‘и 1.15, где показаны экспериментальные поверхнос-
ти разрушающих напряжений ( кривая Г ), напряжений, соответству-
ющих появлению фотоэмиссии ( кривая 2 ), теоретическая поверх-
ность, полученная МКЭ ( кривая 3 ), экспериментальные значения
разрушающих напряжений ( Х ) и значения, соответствующие появ-
лению механолюминисценции ( 4 ). Как видно, получено хорошее
соответствие теоретического расчета с экспериментом. Отметим,что
на рисунках Т.13, 1.14, 1.15 поверхности получены при $. = 0;
5, = 0; 5 = 0.
Т.4. Упругие характеристики композита
Определение деформированных характеристик композитных мате-
риалов является одной из основных задач теории армирования. Для
ее решения используются различные подходы, обзор и анализ которых
даны в работах /` 53‚ Ч5, 404, 403 _7. При определении связи мех-
ду полями макро- и микронапряжений усредненные деформативные ха-
рактеристики композита получаются как промежуточный результат.
1Г.4.Т. Упругие свойства однонаправленно армиро-
ванного композита с анизотропными волокнами.
Выше были определены поля микронапряжений С и поля микро-
деформации < для шести деформированных состояний. Далее опре-
делим компоненты тензора жесткости Сок суперэлемента.
Обозначим макродеформации суперэлемента во всех деформиро-
ванных состояниях через <), а соответствующие макронапряхжения -
через 4. Тогда энергия деформации характерного объема, рас-
]
=Н6-
сматриваемого как макрооднородное тело, будет:
1
=]уе[Суы Руек1 яи (1.29 )
у
С другой стороны, для всех шести деформационных состояний по МКЭ
определено поле микронапряжений и микродеформаций в компонентах.
Соответствующая энергия деформапии характерного объема в этом




Приравнивая энергию деформации х структурного элемента, рас-
сматриваемого как неоднородное тело, к энергии деформации струк-
(Г.30 )
турного элемента, рассматриваемого как макрооднородное тело ,‚мох-
но получить упругие характеристики композита. Из условия {=
= * получаем систему уравнений для определения усредненных
жесткостей:
1) > +.
1 (бт (ел) = 4: ,
8 \2 *.
5. С (ез) -т
1 г) Тег ге.ки [Си (е„) +0 Сиз= е.. т Сла е.. тп)
(Т.31)_ < т _ —1 Три Ш)
4|Си (ен) 12 Си: Си @ц "Си(ем
ыы
4 6в (@в)*= 7,
д, Са (ед ИР— |
2 Сл (е„)* (7
- цз -
Здесь и,< 4$ [62:аи — энергия деформаций структур-
ного элемента первого  роввя в состоянии А ( при этом струк-
турный элемент рассматривается как неоднородное тело );
(=ЕКРИ»[в&ла(и -
энергия°деформаций при 2аколой воздействии состояния д п
состояния (
Решая систему ( Т.ЗТ ), находим гы и тензор податливос-
ти Чи. Если В ( с, | = 1,2, ...6) - матрица податливос-
ти, то компоненты 4:С связаны с техническими постоянными соот-
ношениями:
. Вас "
- 8; (]=493) | = - ве (4=28/,
 
4
6 г: О.= во |
У: = - 6 ' " бы '
4 = 2
Ов= В; [ Са В 2
где ЕГ У: , ©: -— соответственно модули упругости, коэффициен-
ты Пуассона и модули сдвига для суперэлемента.
Если матрица композита линейно-упругая и изотропная, то ее
жесткость характеризует модуль упругости Ем и коэффициент Пуас-
сона У» . Для описания линейно-упругих ортотропных с цилиндри-
ческой симметрией волокон необходимо девять упругих постоянных:
Е , Е^ , Ев , У, У“ „а, , бе, Се, бе 2, <, Я -
цилиндрические координаты, связанные с осями симметрии волокна ).
Упругие характеристики композита определяем, используя вы-
шеизложенную методику. Для получения матрицы жесткости элемента,
находящегося в матрице, используем соотношение
[К]= (18727 [4] Ака , (1.32 )
$
-И8 -
где < - площадь конечного элемента; [7 - матрица упругости
для плоского деформированного состояния; [13] - матрица связи
деформаций и перемещений в элементе /` 36 7.
Для конечного элемента, находящегося в волокне, имеем соот-
ношение
Ге“ = ДВР]7ЕГИВ ака (1.33 )




Рис.Т.16. Локальная и общая системы координат
для конечного элемента в волокне
—
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Здесь В - угол между основной системой координат и локальной,
связанной с осями симметрии волокна. В осях 1'2! конечный эле-
мент в волокне ортотропен, и его матрица упругости для плоского
деформированного состояния будет:
“Ач 1 9и О




—) - 2 о) г = Ваш. |
ме 1 1 Г
ат г Зем = балы
2
| = Рич — Ве .
Здесь 4 ' - компоненты матрины упругости для плоской деформа-
ЦИИ
2.
би = _ Че аз
Ри - Я! а ! Ра “, > Ч. 1
с . ( 1.34)
_ 2'3!
С. = Чи д313
В соотношениях ( Т.34 ) Че — компоненты матрицы податливости
в локальной системе координат:
41 1
= —, = БА Фи = —4С Е4 ! С Ед ! 33' Е |
—50-
нк ). )-
Я.=- а | (аз = - а. | Сан = - -*=
к. Ес Е .
Рассмотрим примеры расчета, где проведен анализ влияния
анизотропии волокна на упругие свойства однонаправленно армиро-
ванного композита ( суперэлемента ) при гексагональной и квад-
ратичной упаковке волокон при различной степени анизотропии Р0-
локон и их объемного содержания. В связи с отсутствием полных
экспериментальных данных по упругим свойствам угле- кли органо-
волокон принималось, что они трансверсально-изотропны с цилиндри-
ческой симметрией и их анизотропия характеризуется пятью конс-
тантами: Е_ = Ев ; Сы = ба ; Ух; Е. ; У, = Ус. . При
численном решении были приняты следующие значения упругих кокс-
тант углеродных волокон и эпоксидной матрицы: Е» = 2,8-102 МПа;
Ен =3,5-103 Мпа; №» = 0,34; 4 = 0,25;= 0,30; Си=
= 4,7-10% МПа (1.35 )
На рис. Г.Г7 изображены зависимости всех шести упругих
констант материала от объемного коэффициента армирования (< с
разной анизотропией волокон, т.е. при различных соотношениях
радиального, продольного модулей упругости волокна (К = Е%«).
Отметим, что для гексагональной упаковки ( класс симметрии сре-
ды Эс ) существует всего пять независимых компонент тензора
упругости, а трансверсальный модуль сдвига определяется по з=-
висимости  Си=я} Для квадратичной упаковки ( класс сг:-
метрии среды Зи ) имеем шесть линейно независимых компонент тен-
зора упругости.
На рис.Т.17 штрихпунктирные линии соответствуют гексагональ-
ной упаковке волокон, штриховые - квадратичной упаковке волокон,
кривые Т, 2, 3, 4 - значениям коэффипиента анизотропии К = 0,52,
- 54-
О,Т, 0,2, 0,8. На рис.Т.Т7 кривые Аи В соответствуют ооотноге-
нию модулей продольного сдвига волокна и модуля сдвига матрицы
м = Сы, = 20 и 80. Вычисления упругих констант проведены в
диапазоне изменения объемного содержания волокон / = 0,2+0,7 с
шагом дд = О,Т. Для сравнения сплошными линиями на рис.Т.Т7
показаны результаты работ [98, 403 _7, полученные из решения
плоской задачи в рядах Фурье для гексагональной упаковки. Из ана-
лиза кривых видно, что решения по методу конечных элементов и в
рядах Фурье практически совпадают для модулей Е. и Е, ‚ модулей
сдвига С и Сии продольного коэффициента Пуассона У: . Реше-
ние по МКЭ для поперечного коэффициента Пуассона У. дает значе-
ние примерно на 3 - 5% ниже, чем значение У. из решения в рядах
Фурье. Сравнение результатов для квадратичной ( класс симметрии
среды Зи) и гексагональной ( класс симметрии среды 9; ) упако-
вок показало, что продольный модуль упругости Е, совпадает в
обоих случаях, поперечный модуль упругости Е, значительно боль-
ше при квадратичной упаковке, продольный коэффициент Пуассона У:
совпадает в обоих случаях, поперечный коэффициент Пуассона Уз.
значительно меньше для квадратичной упаковки и продольный модуль
сдвига ©» больше при квадратичной упаковке.
На рис. Г.18 отражено влияние степени анизотропии волокна
на упругие свойства композита. Кривые Т, &@, 3, 4 соответствуют
объемному содержанию волокон /{ = 0,184, 0,326, 0,510 и 0,655
соответственно. Графики на рис. 1.18 построены при исходных дан-
ных ( 1.35 ), кроме коэффипиентов Цуассона: У» = 0,25;а =
= 0,25 ( см. рис.3.3 а ); = 0,2; Уч = 0,25 ( см. рис.Г.186 ).
Из анализа кривых видим, что в диапазоне изменения степени анизотро-
пий волокна К =0,05 - 0,1 ( это соответствует диапазону измене-
ния степени анизотропии различных марок углеволокон ) вид упаковки










Зависимость упругих констант композита
от объемного содерхания при различной
степени анизотропии волокон: а - про-
дольный (Е, и поперечный (Е. ) мо-
дули упругости; б,в - продольный (м)
и поперечный ( \») коэффициенты Пуассо-
на; г,д - продольный ( С.) и поперечный




Рис.Г.18. Зависимость упругих констант от степе-
ни анизотропии материала К = Е./Е*
а - поперечный модуль упругости Ел ;
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Рис.Г.19. Сравнение экспериментальных и теоретичес-
ких результатов для углеэпоксидного компо-
зита: а,б - продольный ( Е, ) и поперечный
(Е. ) модули упругости; в - продольный мо-
г - козффициенты Пуассо-дуль сдвига б% ;
на Уи и \. .
-56-
В этом ле диапазоне степени анизотропии волокон вид упаковки зна-
чительно влияет на величину поперечного коэффициента Пуассона.
Далее на рис.Т.19 приведено сравнение теоретических и экспе-
рементальных результатов упругих свойств углеэпоксидного компози-
та со следующими характеристиками жесткости углеволокон и матри-
цы /997: Е” = 2,28.105 МПа; Ех = 2,06-104 М; У, 0,42;
^. =0,3; Сзь = 4,7-104 МПа; Ем = 3,5-104 МПа; м = 0,38.
Проведены расчеты для квадратичной и гексагональной упаковок.
Из анализа результатов следует, что данные эксперимента для попе-
речного модуля упругости Ё. , модуля сдвига 43 и коэбфициента
Пуассона Ув лучше согласуются с расчетными при гексагональной
упаковке волокон. Экспериментальное значение поперечного модуля
сдвига Су, находится между расчетными для квадратичной и гекса-
гональной упаковок.
Т.4.е. Упругие свойства пространственно ортогонально
армированного композита.
Методика получения усредненных напряжений (1 и деформа-
ЦИИ {=} для всех суперэлементов характерного объема композита
изложена в 8 Т.2.3.
Имея {1 и {е* ‚ в суперэлементах для шести деформирован-
ных состояний путем приравнивания энергии деформации характерно-
го объема композита, рассматриваемого как макрооднородное тело,
к энергии деформации композита, состоящего из структурных элесен-




где = — деформации характерного объема композита; Ач тензоэ
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жесткости композита.
Результаты для двумерно армированного материала с симметрич-
ным расположением слоев находятся в первых двух строках табл.Т.е,
где ч: 6 : С обозначает соотношение числа волокон. в напразле-
ниях А , К, № (рис.Г.2 ). Были приняты следующие исходные
характеристики составляющих материалов: 2) = т-102 МПа, \. =




Соотно- } Е. х{93 Е, х40* Е, *403 бвх10* 6,103 божоз
шение
!
числа т МПа МПа МПпо Мо Му М Ма У: У,
ВОЛОКОН |
 
1:1:0 06 39.1 39.1 16,9 6,7 6,7 4,5 0,100 0,272 0,272
39,Т39,т 16,8 8,1 8,1 9,8 0,108 0,272 0,272
2:1:0 06 4626 31,5 16,8 6,4 5,7 7,7 0,130 0,270 0,270
46,6 З1,5 16,8 8,7 7,6 9,8 0,134 0,273 0,273
4:3:2 0,465 33,8 22,5 19,8 6,7 4,7 4,4 0,170 0,199 0,203
ГГ:Т 0,450 24,2 24,2 24,2 5,3 5,3 5,3 0,159 0,159 0,159
В знаменателе для сравнения приведены константы, полученные
при использовании для определения десткости слоистого материала
усреднения хесткостей. В плоскости армирования это соответству-
ет применению теории слоистых пластин с использованием хесткостя
суперэлемента для однонаправленно армированного слоя.
В таблице 1.3 представлены упругие константы для двумерно
армированного материала ( Т:2:0 ), полученные по предлоденной ::е-
тодике, и константы, определенные экспериментально Г 69], со сле-
хлющими исходными данными: Ех = 86000 МПа, Ух = 0,21, Еы =
-58-




( работа [ 7)
Е. (МПа) 30500 30500+5700
Е (МПа) 43100 45700+1400
Е’ (Ма) 18100 -




Как видно из табл.Т.е и ГТ.3, упругие характеристики, полученные
данной методикой, хорошо согласуются с другими результатами.
Выводы по Т главе
Т. Предложева методика определения поля микронапрякений в
однонаправленно и пространственно ортогонально армированном ком-
позите с линейно или нелинейно упругой матрицей и линейно упру-
гими изотропными или анизотропными волокнами.
2. Получены начальные поверхности разрушения однонапоавлекно
и пространственно ортогонально армированных композитов. Показазо
хорошее совпадение результатов, полученных по предлохенной мето-
дике,с экспериментом.
3. Определены упругие характеристики однонаправленно армиро-
ванного композита с анизотропными волокнами. Исследовано влиягие
различных факторов ( объемное содеркание волокон, степень анизо-
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тропии и т.д ) на упругие характеристики. Определены упругие
характеристики пространственно ортогонально армированного ком-
позита. Показано хорошее совпадение полученных результатов с




ЭЛЕМЕНТ МНОГОСЛОЙНОЙ ОБОЛОЧКИ ПО СДВИГОВОЙ
МОДЕЛИ ТИМОШЕНКО
В данной главе предложен изопараметрический, полностью
согласованный треугольный конечный элемент, учитывающий деформа-
ции поперечного сдвига и обжатия нормами для расчета многослойных
непологих оболочек произвольной формы. Использованы кинематичес-
кие соотношения типа Тимошенко. Выведены матрипы жесткости, ин-
рементальной жесткости и масс конечного элемента для решения за-
дач изгиба, устойчивости и колебаний. На численных примерах ис-
следованы свойства сходимости предложенного конечного элемента.
2.Г. Минимизируемые функционалыь
Известно, что в теории оболочек Кирхгофа-Лява построение
согласованного конечного элемента для оболочек произвольной фор-
мы связано со значительными трудностями, так как в этом случае
при формулировке задачи в перемещениях требуется обеспечить не-
прерывность между элементами первой производной прогиба. Эти
трудности не возникают в теории оболочек типа Тимошенко, так как
для построения согласованного конечного элемента при использова-
нии принципа минимума потенциальной энергии требуется обеспечить
непрерывность между элементами только самих обобщенных перемецще-
ний.
Рассмотрим вывод матриц жесткости, инкрементальной жесткости
и масс для изопараметрического конечного элемента по сдвиговой
модели Тимошенко из принципа минимума потенциальной энергии обо-
лочки. Расположим на срединной поверхности оболочки систему кри-
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волинейных нормальных координат { Х“ Г.Х $ с координатным бази-
сом { а, ; 4.7 так, чтобы базисный вектор а. был направлен
в сторону внешней нормали поверхности. Функционал энергии де-





Здесь С” / - компоненты тензора напряжений; ет — компоненты тен-
зора деформаций; Й “о компоненты тензора жесткости материала
оболочки. Далее примем, что оболочка по толщине имеет многослой-
ную структуру с кусочно-постоянной жесткостью и что перемещения
по толщине оболочки для всего пакета слоев в целом распределя-
ются согласно гипотезе Тимошенко / 22 7:
_
(=9+ ху (2.2)
-_ 2 и >? —
Здесь И - вектор полных перемещений, 4^ = 4` 4 +49 9;
вектор перемещений срединной поверхности; г ={а,2 -
вектор поворота нормального элемента.
Далее, используя гипотезу (2.2 ), из трехмерного функциона-
ла (2.Т ) получим двумерный. Для этого используем соотношения
Коши для полных деформаций
- „>? > > - -ф>
ле.= 4: 91 *69+ (2.3 )
и выразим с помощью гипотезы ( 2.2 ) трехмерные деформации ( 2.3
через двумерные.В ( 2.3 ) 4 — векторы пространственного бази-
са с матричным тензором 3:: = 2:9; . Полные деформации оболоч-
—©е2-
ки согласно гипотезе Тимошенко имеют вид /` 22 ]:
2. .
С = С +2 д +2 бл
4
ель = из +5 2 из| (2.4)
Е: = {з
Здесь двумерные деформации выражаются через обобщенные перемецще-
ния. Представим эти деформации как сумму линейных и квадратичных
членов от перемещений:
9,-в отр
д 9=+6)4 и„ао54а |
(2.5 )
4 (4
Фа; = 6++ 25 Га {33 = ДИЗу
Линейные деформации выражаются через обобщенные перемещения
следующим образом:
сш, = $ (ь вы) Г бетАр
9.“ - 2 (6в+% .) 3%, =К (с.
ча д ь 1 У д “ |
(2.6 )
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Здесь Ср и ( “(3 - компоненты первого и второго тензоров сре-
динной поверхности, знак параллельности означает ковариантное
дифференцирование в метрике срединной поверхности оболочки. Квад-
ратичные члены деформаций в (2.5 ) выражаются через шесть обоб-
щенных перемещений следующим образом:
зн=р И. №;
р(Же) |
а = Ка баь+
х Фа = Ко Киь +4,4 (2.7 )
а =+,
а = Кг +7. (`
Сначала из ( 2.Г ) получим квадратичный функционал, из которого
определяется матрица жесткости элемента. Для этого в (2.5 ) со-
храним лишь линейные слагаемые. Представляя ( 2.4 ) с учетом






, 9")+ а“* иуз+иуг Я5 ,
Здесь а , 6 , $ — компоненты тензоров мембранной, мембранно-
изгибной и изгибной жесткости, которые известным образом выража-
ются через координаты слоев и их жесткости / ©# 7. Методика
определения жесткости одного слоя дана в предыдущей главе.
Переходя на физические компоненты тензоров и на матричную
запись, из функционала ( 2.8 ) получаем
(= 5ЛЕГЫ {=} 45,
(2.9)
где <} — вектор физических компонент обобщенных деформаций
=60, Со, , 2 96, | 77) | Ты, л
2%.)
Ар,4 Ге, дфиы г
[97 — матрица упругости материала многослойной оболочки
Ы. @, 0 8,8000 Оз
0. @20 Вы Ва 0 боба,
оовоо вооо
В, ВО Я000 2.




&, @, 9 Вз в, 9 оо Ч»,  
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Здесь для физических компонент тензоров жесткости а
в“Г, ${ введены матричные обозначения /64/
При решении задач устойчивости нам необходима также матрица
геометрической жесткости. Для этого далее получим энергию дефор-
мации в начальном послекритическом состоянии ( состояние 8).
Примем, что внешние нагрузки меняются пропорционально одному
параметру 1 ичто при некотором значении этого параметра Фа
происходит переход от докритического состояния равновесия ( со-
стояние @ ) на начальное послекритическое состояние ( 6 ).
Суммарное поле обобщенных перемещений в послекритической
стадии (() определяется в виде
«(и = “ее, т“,
где 4, - полные перемещения в докритической стадии; ( - до-
пустимое поле возмущений обобщенных перемещений, которое перево-
дит в точке АД, конструкцию из состояния @ в состояние 6 @
Тогда компоненты тензора, деформации срединной поверхности Сеи
тензора искривлений Ка и вектор поперечного сдвига |5:
в состоянии @ могут быть представлены как сумма докритических
деформаций ( < ‚22, (% ) и деформаций | а, д,
(< ), обусловленных возмущенными перемещениями:
оуе +о0
я = 2. 2. (2.10)
++08
Потенциальная энергия деформации (2.8 ) в начальном после-
критическом состоянии с учетом (2.10 ) выражается в виде суммы:
—66-
(= Со, Ру++ + (2.11)
7
а) (^,
где Се, содержит только произведения членов о , а
| ; 4%@, содержит произведения членов Ода , и
(2 на Оба, 14 , в ; ,  предотавается Вище
суммы:
* с
где С. является той частью потенциальной энергии элемента
©
оболочки, которая не зависит от докритических деформаций, а 4.)
является их функцией:
ВЕ
т(есее) +4 8“И.2.12 )
В выражении ( 2.ТТ ) отбрасываются члены третьего и более высо-
ких порядков. Минимизируя функционал ( 2.12 ), получаем матрицу
инкрементальной жесткости конечного элемента в задачах устойчи-
вости. Функционал кинетической энергии оболочки в теории типа
Тимошенко в случае слоев одинаковой плотности имеет вид Д227
4 2.
4 к О А АтмвЫ
5
Здесь й — толщина оболочки; Г — плотность материала. Сбункцио-




2.2. Матрицы жесткости, инкрементальной жесткости и
масс конечного элемента.
2.2.Г. Матрица жесткости конечного элемента
Чтобы конечные элементы были универсальными и пригодными
для использования в криволинейной системе координат, выберем их
в виде треугольных изопараметрических элементов второго порядка
с шестью узлами или третьего порядка с девятью узлами (рис.2.Г).
 
Рис.е.Г. Изопараметрические треугольные конечные
элементы второго и третьего порядка
Для оболочки с заданным первым Сл и вторым 63 тензорами
поверхности, выражая тензорные компоненты деформации, искривле-
НИЙ и перемещений через физические и переходя на матричную за-
пись, из (2.6 ) получаем:
(27 =[4] 14}. (2.14 )
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г
Здесь [7 =“ ‚М, <, №“, |“, г - вектор физичес-
ких компонент обобщенных перемещений, (21° ={С,у’ +. ,
250%, , и, , И. Ле, у, 2[6 , у — вектор
деформаций, [5] — оператор дифференцирования, элементы которо-
го выражаются через символы Кристофеля, компоненты первого и вто-
рого тензоров поверхности и операторы частного дибференцирования
по координатам поверхности. Если в качестве глобальных коорди-
нат элемента используются цилиндрические координаты поверхности
9, У ( 4-3; Х* = КУ со следующими значениями компонент
первого и второго тензоров поверхности
о]; в, - 29|
в [о К! [о 81, (2.5)
то оператор дифференпирования имеет вид:
 
ооо о 9
О Я = О @) О
9
оо о о
оо о 2 о о
{= о оо о &+
2.16оо о 2 2 о ( )
оо 4 го о
_ 4о -4 В ох о




далее выражаем перемещения внутри элемента 9 через узловне
перемещения, используя функции формы треугольного элемента /32/:
р [МГ, М.Г, 7 АЯ =[М7 (2.17)
здесь1 — единичная матрица размером 6 х 6 или 10 10
т
И-в 9. ‚4: МИа, 4
9, Г ‚ бы , Е“ — узловые перемещения, причем 7 =6-
для элемента второго порядка ( условно обозначим этот элемент че-
рез $НЕ!ША и И = ТО -- для элемента третьего порядка ( эле-
мент 5ЯЕ1 3). Функции формы в (2.17 ) выражаются через ф -
координаты треугольника. Так, например, для элемента 5ЯЕЁЁЛ
имеем /36_/
№= (44-1) $, ! М. = И. |
М, = (2%. -4) 6.| М; =»3 | (2.18 )
№, = (44: -1] &3 | № ЕЯ, &3,
а для элемента ЗНЁДГЗ-
М,(36-4) (34-5) | №66 (34-1)
№= 64,(34-1) | 4-036:-2) |
М, = 6. (34.4 | м=9. 4844 (34:-4),
М= 24, (36,-4) (84.-4] 1 №90,(34, -4) |




Функции формы ( 2.18 ) и (< 2.19 ) обеспечивают непрерывность
обобщенных перемещений между элементами при любом их изопарамет-
рическом изгибании. Таким образом рассматриваемые элементы явля-
ются полностью согласованными.
Подставляя ( 2.17 ) в (2.14 ), получаем кинематические
соотношения для конечного элемента:
о-в,‚6109 -ВИА9 (2.20 )
Здесь[87 - матрица связи деформаций элемента с узловыми переме-
щениями. Элементы этой матрицы содержат частные производные пер-
вого порядка функпии формы по глобальным координатам оболочки
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Элементы матрицы [8:7 содерхат производные функции формы по
«.
глобальным координатам ``. Выразим эти производные через про-
изводные функций формы по локальным ( треугольным } координатам:
эм -1 эн,




Здесь Якобиан преобразования координат имеет вид:
ох 9х
9 94 (2.23 )
Г эм эх”
9. 9% |.
В (2.22 ) используются функции формы ( 2.18 ) и (2.19 ), выра-
женные через две независимые © - координаты (5 = {-,).
Для установления связи между глобальными и локальными координата-
ми используем функции формы ( 2.18 ), (2.19 ):
= [м4 М». | , №7457 (= 1,2 (2.24 )
т « И
Здесь {ху} ={х: ‚ Аа уьььь Ха й - значения глобальных коор-
динат в узлах элемента. Используя соотношения ( 2.18 ) - (2.24 ),
в функционале (2.9 ) получаем квадратичную форму
-12-
(= 2489К49“ (2.25 )
где КГ-и хесткости конечного элемента:
[К]вт5 (8[ЕЁ(ЕИ.соль
Здесь Г] — матрица упругости многослойной оболочки ( 2.9 ). Эле-
менты матрицы жесткости определялись путем численного интегриро-
вания. При этом использовалась схема Гаусса различного порядка,
весовые коэффициенты для которой приведены в работе /65/ ,
2.2.2. Матрица инкрементальной жесткости
конечного элемента
@
Квадратичная часть энергии деформаций “4, (2.12 ) после




где докритические усилия выражаются следующим образом:
( (©) (у (©, (©, оу
М,=И„Ср++.с аа + би Ён + Ваа. 1+6,Г
(у (у (а, о) @, и




ое. ли А вы |
№ =(в 4 09+ ВиУ). (2.28 )
Докритические деформации вычисляются согласно соотношениям
(2.20).
Если в качестве глобальных координат конечного элемента вн-
41 %
бираем д = 4 и Х” = КУ „то шз (2.7 ) с учетом
(2.6 ) и (2.15 ) и переходя на физические компоненты, получа-
В94)+6=(3)
Евне.
(=) э 98 У
ч 90,
5) _9 $2.29)







Запишем функционал ( 2.27 ) в матричном виде:
(г — 2хСНА] {с} 45 . (2.30 )
—4-
т Гэм Эн 9 6
Здесь (©3'={ 54 , 05$ ) 53, 08.
90, @\ [9 _4



























о о Зо оо
ГЕ7= о 54 ооо
о Ко оо
О оо м. о 0
о ооо мо
о ооо 0 м  
Подставляя соотношения ( 2.18 ) - (2.24 ), (2.31), (2.32 ) в
функционал ( 2.30 ), получаем квадратичную форму
и, — то [67199 (2.33 )
где [(С] — матрица инкрементальной хесткости конечного элемента
4 4-А
[67=| [Е] АЛЕЕ(Г,40, (2.34)
Элементы матрицы инкрементальной жесткости определяются путем
численного интегрирования.
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2.2.3. Матрица масс конечного элемента
Для получения матрицы масс конечного элемента используется
функпионал кинетической энергии оболочки ( 2.13 ). Подставляя
( 2.18 ) - (2.24 ) в функционал ( 2.13 ), получаем кинетичес-









О 1 оо О О (2.36 )
оолооо
[е1= р?о оо о, О
р
оооот9
оо оо 9 т  
Элементы матрицы масс также определяются путем численного интег-
рирования.
2.3. Свойства сходимости элементов. Численные примерн.
Как известно / 356 _/, для обеспечения сходимости метода
конечного элемента требуется выполнение трех условий:
Г) при применении изопараметрической техники элемент дол-
жен быть полностью согласованным;
_ + -
2) конечный элемент должен удовлетворять условиям перемещения
элемента как жесткого тела ( без деформаций );
3) во всех точках элемента должен выполняться критерий посто-
янства деформаций ( растяжения, сдвига, изгиба, кручения ).
Как показано выше, первое условие выполняется посредством
выбора функционала и соответствующих функций форм элемента. Для
выполнения второго условия необходимо, чтобы для данного элемен-
та существовали три пространственных перемещения и три простран-
ственных поворота как жесткого тела ( без деформаций ). Это оз
-
назает, что матрица жесткости свободного элемента должна иметь
шесть нулевых собственных значений. В таблице 2.Т в порядке убБ-
вания приведен спектр собственных значений свободного прямоуголь-
ника, образованного из двух треугольных элементов второго порядка.
 
Таблица 2.Т
д, 4 д. д 3+ 4 34 А 36
$,4730х10* 0,2572х10% 0,1082х102 0,1015%102 0,1708х10т
че Ан И» д 43 К
о
_ азатхто-3 0,2831жт0-3 0,2292х10-3 0,8473хТ0-“ 0,3624хт0-1 0,3427х10-13
Матрица жесткости в этом случае имеет порядок 45 ( без учета обха-
тия нормали ). Вычисления проведены с двойной точность».
Из анализа собственных значений видим, что матрица жесткости
имеет шесть нулевых собственных значений. Таким образом второе не-
обходимое условие сходимости также выполняется.
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Для проверки третьего условия поступаем следующим образом.
К паре плоских треугольных элементов, образующих прямоуголь-
ник, прикладываем следующие состояния: одноосной деформации,
в плоскости элемента, чистого изгиба и кручения. Проверка для
всех состояния дала одни и те же деформации для всех точек
интегрирования и узловых точек. Таким образом и третий крите-
рий сходимости выполняется,
Для проверки скорости сходимости предложенных конечных
элементов, точности различных схем интегрирования и оценки
эффективности элементов второго и третьего порядка рассмотрим
два численных примера: задачу изгиба и задачу на собственные
значения ( собственные колебания оболочки ).
Сначала рассмотрим пример изгиба однослойной цилин-
дрической оболочки из ортотропного материала, нагружен-
ной по линии образующей ( рис. 2.2 ). Края оболочки свободны.
 
Рис.е.2. Цилиндрическая оболочка под действием
распределенной нагрузки по образующей
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Эта задача требует применения уравнений теории непологих оболо-
чек, кроме того, для нее легко получить точное аналитическое
решение. Таким образом на этой задаче мы можем исследовать
свойства сходимости предложенного элемента. Ввиду симметрии
мы можем рассматривать одну четвертую часть кольца шириной
Ч ‚ где М - число блоков разбиения четвертой части ок-
ружности < один блок содеркит четыре треугольных конечных эле-
мента ). В этой задаче в качестве глобальных координат исполь-
зованы цилиндрические координаты поверхности 3,3 ( д1 = 1 ;
= КФ ).
В таблице 2.г в качестве результатов расчета представлены
безразмерный и нормальный прогиб и моменты в токах АД и 6
а = И. ГМ = Ук в зависимости от числа
блоков разбиения и используемого элемента.
Таблица 2.2
 
— —г — —
! ЗНЕЕЬХ  $НЕШЗ  5НЕШЫ ЗНЕН.3 5НЕЦА ЗНЕЦЗ
—
ЭНЕЦа, ЗНЕРЪ
Т. 2тТ,7Т 67,84 -20,6Т -60,6Т 0,0514 0,2268 -0,051Т3 -0,1871
2. 55,6Т 96,98 -48,87 -86,26 0,1764 0,3163 -0,1050 -0, 1533
3. 82,76 97,49 -73,52 -86,65 0,2622 0,3177 -0,1574 -0,16826
4. 92,5 97,49 -82,38 -86,65 0,2952 0,3180 -0,176Т -0,181Т
5. 95,25 97,4Т -84,56 -86,58 0,3062 0,3181 -0,180Т -0,1808
8. 97,19 - -86,43 - 0,3156 - -0,1824 -
12. 97,20 - -86,43 - 0,3156 - -0,1824 -
Ана-





Данные табл.2.е получены при следующих значениях параметров
материала и геометрии оболочки: Е / А = 10; Велл)› = Ищи,
Пезль) / Юбьзь) = 20; Ащмь) = Яшц) = Йци, 0.
Из анализа результатов таблицы видим, что при увеличении М
все величины сходятся к точным значениям. Используя элемент
СНЕШЗ , при М =2 получаем примерно такую же относительную
погрешность результатов как и при М = 8для элемента НЕМА
В таблице 2.3 представлены основные данные, характеризующие раз-




1 Т т Т
! Число ! Число 'Полуширина ! Время счета
Элемент блоков | уравнений | енты 8 МИН )
! ! 11
УЭНЕЕЕ А 8 510 78 20
СНЕЦ> 2 294 174 30
Следует отметить, что система линейных уравнений решалась
методом исключения Гаусса с двойной точностью. Результаты, пред-
ставленные в таблицах 2.2 и 2.3, получены на ЭВМ ЕС-ТОее. Из
данных таблицы 2.3 видим, что полуширина ленты системы линейных
алгебраических уравнений при использовании элемента $ НЕЁ,
значительно меньше, чем для элемента ЭНЕ(С3 . Это является
основным параметром, определяющим требуемый минимум оперативной
памяти и, в связи с этим, определяющим эффективность решения за-
дачи. Несмотря на то, что элемент третьего порядка имеет больцую
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скорость сходимости, из-за большой полуширины ленты даже при
решении системы уравнений с двойной точностью эффект накопле-
ния ошибок округления проявляется раньше ( см.результаты в таб-
лице 2.2 дляМ =5). Поэтому в дальнейших исследованиях в ос-
новном использовался элемент ЗНЕМА, . Однако ясно, что эле-
мент ЗНЕЁШЗ может быть эффективным в задачах другого клас-
са, например, в таких задачах, где ожидается большая концентра-
ция напряжений.
Исследуем далее свойства сходимости элементов. Согласно
( 2.18 ) и (2.19 ) обобщенные перемещения для элементов ЗНЕЦА
и ЗНЕЦЗ представлены соответственно полиномами второго и
третьего порядков. Полином второй степени может аппроксимировать
истинное распределение перемещений с ошибкой порядка < З ‚ где
ё = к, — характеристический размер элемента. Таким обра-
зом первые производные обобщенных перемещений, которые входят
в функционал (2.3 ), представляются с ошибкой порядка Г
Следовательно, погрешность энергии деформаций будет иметь поря-
док РА . Погрешность перемещения под сосредоточенной нагруз-
кой также будет иметь порядок @ у [ 65 _7. Рассуждая ана-
логично, получим, что погрешность перемещения для элемента
ЗНЕЦМЗ будет иметь порядок ё с . На рис.2.3 изображены гра-
фики зависимости относительной погрешности от числа блоков
( оба масштаба являются логарифмическими ). Кривая Т на рис.2.3,
характеризующая погрешность прогиба в токе А , получена с
использованием элемента ЗНЕИ4, , кривая 2 - с использованием
элемента $НЕЁЗ . Из анализа кривых видим, что практическая
погрешность прогиба асимптотически пропорциональна М-“ и
М-° для элементов 5НЕЁА и 5НЕМЗ соответственно,
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Рис.е.3. Сходамость решения по перемещению
в зависимости от числа блоков
разбиения.
При вычислении элементов матрии жесткости, инкрементальной
жесткости или масс, важным является вопрос о выборе порядка схе-
мы численного интегрирования по способу Гаусса. Естественно,что
с точки зрения эффективности, необходимо применять схему с мини-
мальным числом узловых точек, обеспечивающую необходимую точ-
ность. Здесь можно руководствоваться следующим общим правилом -
порядок схемы интегрирования должен быть таким, чтобы обеспечи-
валась такая же или несколько меньшая ( но не большая ) погреш-
ность интегрирования как и основная погрешность аппроксимации.
Исследуем далее этот вопрос на примере численных решений.
-83-





где а (%. 4.3 включает ег) . В работе /65/
представленны схемы интегрирования различного порядка для тре-
угольника. Порядок интегрирования должен определяться суммой
показателей степеней трех координат в каждом члене элементов
матрицы жесткости / 64 7. Так как мы применяем изопараметри-
ческую технику для элемента и в явном виде нельзя определить
порядок ‘полинома, то ‘исследовалась сходимость решения в зависи-
мости от применяемых схем интегрирования. Результаты определе-
ния прогиба %. в зависимости от порядка схемы с использо-
ванием элемента ЗНЕСЁ% ( при М =5 ) представлены в
таблице 2.4.
Дальнейшее увеличение порядка схемы практически не изменя-
ет результат, полученный для схемы //“^ =7 пятого порядка
( табл. 2.4 ). Таким образом для получения матрицы жесткости
элемента ЗЭНЕШ можно применять схему пятого порядка. Та-
кое же исследование было проведено для элемента ФНЁЕЕ(З и
установлено, что в этом случае также требуется применение схемы
пятого порядка.
Для исследования свойств сходимости предложенного элемента
в задачах на собственные значения решалась задача об определении
минимальной собственной частоты колебаний цилиндрической оболоч-







точек т(по- ь [. < \М/. У)
схемы)
1 3 2 В 46 98,30 4 =2/3
Ь Ё < 6 = 1/6
2 3 2 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 1/3 95,09
1/2 0 1/2
3 4 3 1/3 1/3 1/3 -0,5625
0,6 0,2 0,2
0,2 0,6 0,2 0,5208(3) 99,02
0,2 0,2 0,6
° ° < | е 1/6 97,84 в о" оатеззаВ ( , В =\, 19334
в г [Г =0, 10903901.
г < В
{_ В к
5 6 4 $ Е Е х. =0,8168456
ЕО & 0, 1099517 В =0,0915762
В в + 96,54
( л ^^  0,2233816 {- =0,4459485
г 4 д =0,10810302
А Л и
6 7 4 1/3 1/3 1/3 0,3750
« В х. =0,7367125
х Е ь 96,26 д =0,2379324




7 7 5 1/3 1/3 1/3 0,225033
к. 6 Ё д. =0,7974270
Ё В 0,125939Т В =0,1012865
В ЕЁ + 95,25
Сл ^^ (` =0,0597158





нечных элементов для определения частот имеет следующий вид:





Для решения обобщенной проблемы собственных значений ( 2.38 )
необходимы алгоритмы, которые используют ленточную структуру мат-
риц (К] и [М] ‚ являющуюся следствием конечноэлементной дискре-
тизации. При этом часто бывает необходимо определить не весь
спектр собственных значений, а только минимальное собственное
значение ( как в задачах устойчивости ) или начальный участок
спектра собственных значений ( в задачах колебаний ). Многие из-
вестные алгоритмы не удовлетворяют этим требованиям и в связи с
этим они малоэффективныдля решения проблемы ( 2.38 ) с большими
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матрицами ленточной структуры. Поэтому для решения задачи (2.38)
использовался алгоритм нахождения минимального собственного зна-
чения, который сводится к следующему:
Т. Задается первое приближение для вектора:
и=т (каг)
2. Матрица (м7 умножается на вектор (ХЧ ‚ используя лен-
точную структуру матрицы [м]
{Е}. = (М] (1
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С помощью данного алгоритма решались различные задачи устой-
чивости и колебаний оболочек с конечноэлементной дискретизацией.
Кроме того, данный алгоритм позволяет находить также второе и
последующие собственные ‘значения, используя условия ортогональ-
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ности собственных векторов. Необходимо отметить эффективность
данного алгоритма: так решение задачи с @ = 0,0Т для матриц
порядка 700 с полушириной ленты 80 получаем всего за 5 + 7 ите-
раций.
При решении задачи о нахождении собственных значений защем-
ленной цилиндрической оболочки вследствие симметрии граничных
условий и форм колебаний рассматривалась половина длины оболочки
с сектором у ( рис.2.4 ), где И - число волн по окружности
собственной формы колебаний. В таблице 2.5 представлены резуль-




Число Порядок Число ДАЯ кл
блоков ТИЦ(к итераций ,^ ь
= [7 (1%)
т 54 6 5Т,20
2 150 5 25,87
3 295 5 22, ЭТ
4 486 5 22,24
5 726 6 22,04
 
Результаты в таблице 2.5 получены при тех же значениях пара-
метров материалов как и в задаче изгиба ( кроме Ач) = Велл, ,
_4 . Я 434 _ Ве —_ В(а _
(ше) = (Нч) — Иан) | ‘ = ен ии,=0.4/
и следующих параметрах геометрии оболочки А/@ = 0,0525; [- =
= 3. Рассматривалась собственная форма колебаний с числом волн
по окружности ИЯ =3 и с числом полуволн по длине. М =Т.
Проведем оценку сходимости полученных решений. Эта задача
не имеет аналитического решения. Но поскольку применяется изо-
параметрический элемент ( 5НЧЕМ4. ), удовлетворяющий всем трем
критериям сходимости и известно / е5 7, что минимельное соб-
ственное значение сходится так же как энергия деформации, т.е.,
пропорционально [1 , можно поступить следующим образом. Так
как две точки на графике сходимости должны находиться на накло-
не М, то точное решение мы можем определить из уравнения:
4 <: - бЕ, = 6% (6 № - 69] ( 2.39 )
где
28 - 491 . &_ = -
= в ) 2— “8- и
«9, 4%- значения минимальных частот собственных колебаний
при конечноэлементной разбивке на число блоков № и м2 соот-
ветственно, ©. - угол наклона прямой М” к оси абсцисс.
Сходимость решения к точному в зависимости от числа блоков
разбиения показана на рис.2.5. Для нахождения точного решения
использовались точки КМ =Зи № =6. Как видим из рисунка,
контрольная точка (М = 4) почти располагается на прямой, про-
ходящей через точки № и № , что свидетельствует о правиль-

















Рис.2.5. Сходимость решений по частотам колебания
в зависимости от числа блоков.
Выводы по П главе
Т. Предложен новый, полностью согласованный изопараметричес-
кий треугольный конечный элемент многослойной оболочки.
2. Исследованы свойства сходимости данного элемента в зада-
чах изгиба, колебаний иустойчивости. На численных примерах по-
казана эффективность данного элемента при решении вышеуказанных
задач.
3. Предложен эффективный алгоритм нахождения минимальных
собственных значений для задач большой размерности.
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Глава 111
РАСЧЕТ НА УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ
ОБОЛОЧЕК СО СПИРАЛЬНО ВИНТОВОЙ СИСТЕМОЙ РЕБЕР
В данной главе методом суперэлементов определены минимальные
частоты собственных колебаний и критические нагрузки цилиндричес-
ких оболочек со спирально винтовой системой ребер. Использован
изопараметрический треугольный конечный элемент, предложенный
во второй главе.
3.Т. Суперэлементы оболочки.
3.Т.Т. Квадратичные формы спирально винтовой
поверхности
Расположим на срединной поверхности ребер систему криволиней-
ных нормальных координат х' ‚ Х? , Хх ( рис.3.Г )с координатным
базисом аа, а, , а, так, чтобы базисный вектор а; был направлен
в сторону внешней нормали поверхности, базисный вектор а, ВДОЛЬ
геодезической линии обшивки, а вектор @. по нормали к геодези-
ческой линии. Определим компоненты метрического тензора поверх-
ности в данной системе координат /33/
Од = Ч в (3.1)
Здесь
—> (3.2 )
&, = С.« )
>




Я = -х)  (=) + В 09) (3.3 )
2 = Д'еозх - КЗ вии,
уу?
где ©, ], К - орты декартовой глобальной системы координат
Хх2 ( рис.3.Т). Из (3.2 ) с использованием (3.3 ) определя-
ем базисные векторы спирально винтовой поверхности
. 4 ,.> :) 5 ‹. (* Зе
а, = -е (К -х"] к и (и +
> 56и в Хи) > (3.4 )
+] (в-х: ее воз(и)К бо5%,
4 °
> Хим] 7 <. (ие
а, = —с 6@05$ (: А К 5 ю ,
 
   
 
Рис.3.Г. Система криволинейных нормальных координат
оболочки со спиральными ребрами.
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цоскольку @, является нормалью к срединной поверхности, то век-
тор а, определяется через векторы (3.4 ):
> —- гы
= /#/ › (3.5 )
—
где я = а, ха,
Из (3.5 ) с учетом (3.4 ) получаем:
1.ГЕ 05 56И (7
во5
, _ ха
и 625 (и]+ К(а (3.6)
—
И
   
а= вю5\ +(К- х*]
Используя (3.Г) и (3.4 ), получаем следующие значения ком-
понент первого тензора поверхности:
а О
ма (о 1. , (3.7 )
Компоненты второго тензора поверхности получаем, используя соот-
ношение /597
{= - 4, Чув, (3.8 )
Подставляя в (3.8 ) соотношения (3.4 ) и (3.6 ), имеем:
Зи гк







3.Т.е. Матрица жесткости конечного элемента ребер.
Получим для спирального ребра в матричной форме связь между
вектором физических компонент деформации:
{Е} 12,5. 1, Хы ГА,Вы
Ау, Се (ву
д вектором физических компонент обобщенных перемещений
(«}’= [4о (ОД (С „Г
в следующем виде:
2+ = [41 @. (3.10)
Подставляя (3.9 ) в (2.6) и переходя на физические компоненты,
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Далее. выражаем перемещения внутри элемента (и; через уз-
ловые перемещения, используя функции формы треугольного элемен-
та ($2.2.Т ). Подставляя эти выражения в (3.10 ), нетрудно
получить матрицу [87 ‘связи деформаций элемента с узловыми пе-
ремещениями. Имея матрицу [87 и Якобиан преобразования [51
С 58 7, можно определить матрицу жесткости ( 2.26 ) в глобаль-
ных координатах конечного элемента.
3.1.3. Матрица жесткости суперэлементов и конструкции
Повышение требуемой точности расчета и, следовательно, уве-
личение числа конечных элементов влечет за собой увеличение тру-
доемкости всего расчета в целом. Этот вопрос особенно актуален
в задачах оптимизации, поскольку прямая задача решается много-
кратно. Для сокращения времени счета и уменьшения объема опера-
тивной памяти применяется метод суперэлементов /` 79 7. общая
матрица жесткости конструкции формируется из соответствующих
матриц суперэлементов.
Матрипа жесткости суперэлемента может быть получена следую-
щим путем. Вначале обычным образом формируется матрица жесткос-
ти подструктуры. Разделим узловые точки подструктуры на внутрен-
ние и внешние, обозначим их соответственно индексами си $ .
Если матрицу жесткости (К ] подструктуры можно представить в
[К] [Ка]




то матрица жесткости [К] суперэлемента определяется следую-
щим образом:
[К] = [К] ^ КК. К.
(3.13 )
В задачах расчета оболочек со спирально винтовыми ребрами
применяются суперэлементы нескольких уровней. Вначале из конеч-
ных элементов обшивки и ребер ( рис.3.2 ) формируются суперэле-
менты первого уровня З«РЗКИМ\А для обшивки оболочки и 5428 (А
для ребер оболочки. Из данных суперэлементов формируются супер-
элементы следующего уровня 5ИР14 ( рис.3.3 ), из которых
формируются соответственно суперэлементы ЗАРА ( рис.3.3 ).Эле-
мент ЭИРА является базисным элементом, из которого формируется
матрица жесткости конструкции.








Следует отметить, что из выражения ( 2.26 ) матрица жесткос-
ти для обшивки получается в цилиндрических поверхностных коорди-
натах (9 ,Ч ), а матрица жесткости для ребер - в спиральных
координата ( Х", ^). Для решения задачи о совместном деформи-
ровании ребер и обшивки соответствующие матрицы необходимо при-
вести к общей системе координат. В качестве глобальных коорди-
нат конструкции выбираем декартовые ( рис.3.Т ) Хх, Ч, 2.
Между перемещениями в различных системах координат можно
установить следующую зависимость:
и =[Т] {и (3.14 )
Здесь{и} - вектор перемещения точки в глобальных координатах ко-
1
нечного элемента; [м } - вектор перемещения в глобальных ко-
- 41-
ординатах конструкции; [ т] - матрица преобразования.
Подставляя ( 3.14 ) в (2.25 ), с учетом (2.26 ) получаем
матрипу жесткости конечного элемента в глобальных координатах
конструкции
“(7ЮГУ, (3.15)
где [К т определяется выражением ( 2.26 ), а
  
Нетрудно установить, что при переходе от пилиндрической системы
















Здесь У - угол, характеризующий смещение точки на обшивке обо-
лочки относительно оси Х ( рис.3.Г ). Для конечных элементов
в ребрах имеем следующую матрицу преобразований:
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Матрица жесткости всей конструкции ( рис.3.4 ) формируется
из однотипных суперэлементов 5%‚что позволяет значительно
сэкономить время решения задачи. Матрица жесткости суперэлемен-











Здесь В — угол смещения суперэлемента с матрицей жесткости
17$ 5
[К] по отношению к суперэлементу с матрицей жесткости [К]






Рис.3.4. Оболочка со спирально винтовой
системой ребер.
3.2. Частоты собственных колебаний оболочки
со спиральными ребрами.
Матрицу масс изопараметрического конечного элемента можно
получить, используя соотношения (2.37 ). Матрицу масс супер-
элемента получаем следующим путем /^ 49 1. Вначале формируем
обычным образом матрицу масс подструктуры. Если представить мат-
рицу масс подструктуры в оболочном виде аналогично матрице





то матрицу масс суперэлемента можно получить в следующем виде:
[м7 °= [47 -М.КК.
-К:] К](М..1-[М.](“К (3
.20 )
где [К , [К.Л [К] — блоки матрипы жесткости соответствую-
щего структурного элемента ( 3.12 ).
Для получения матрицы масс используем процедуру, аналогичную
той, которая использовалась при получении матрицы жесткости
($3.Т.Т ). Окончательное матричное уравнение задачи о свобод-
ных колебаниях будет иметь вид
(Ге- из* [17] 94=о, (3.21 )
{
где [к7 и [м7 - матрицы жесткости и масс всей конструкции.
На некоторые узловые точки накладываются кинематические гра-
ничные условия в виде
[А] {х] =0 (3.22 )
где [А] — матрица коэффициентов линейных кинематических усло-
вий. Для учета кинематических условий ( 3.22 ) преобразуем мат-
рицу жесткости («7 и матрицу масс [м'7 конструкции следую-
щим образом. Для учета граничных условий типа ( 3.22 ) восполь-
зуемся методом множителей Лагранжа. Минимизируем вспомогательный
функционал
(=: +9}(9, (3.23 )
— 404 -
7, ПЖ
где {а} — вектор множителей Лагранжа, {;= ([«]- 9 |, 7
сумма потенциальной и кинетической энергии системы.
Из условия минимума ( 3.23 )
9 Чи, _
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Использовав связные граничные условия ( 3.22 ), вместо уравнения
(3.21 ) решаем уравнение ( 3.25 ) по алгоритму, описанному в
2.2.3. Некоторые численные результаты, полученные с примене-
нием данной методики, представлены в $ 3.4.
3.3. Устойчивость оболочки со спиральными ребрами.
Матрицу инкрементальной жесткости изопараметрического ко-
нечного элемента обшивки оболочки можно получить, используя со-
отношения (2.32 ), (2.33 ) и (2.35 ). Используя методику, из-
ложенную в 62.2.2, получим матрицу инкрементальной хесткости
для ребер.
Если в качестве глобальных координат конечного элемента
выбираем \*, {°, х ( рис.3.Т ), то из (2.7) с учетом (2.6),
(3.9) и переходя на физические компоненты, получаем:
—102-
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2, <. = и, бал) + „+ И, %, ;
А = Ко би, + е Ви + р.
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Здесь
-103-
дД= (-®) 5 р-
©аси 5
а = е25"% + (е24*
Подставляя (3.26 ) в (2.27 ), получаем функционал в матричном




(7={ у, в, Жо, Ви, бу Реи4;
[А] — определяется в ( 2.32 ).
Используя соотношения ( 2.32 ), из ( 3.27 ) с учетом (3.26 )
нетрудно получить окончательное выражение ( 2.34 ) для матрицы


























































Чтобы найти докритические усилия ( 2.28 ), необходимо решить
уравнение равновесия всей оболочки:
[к] {4} = (Е 9 (3.29 )
Здесь (К'] - матрица жесткости оболочки ( $ 3.1.3 ); {5 - век-
тор обобщенных перемещений оболочки; {Е) — вектор обобщенных
усилий оболочки.
Если на конечный элемент оболочки действует только распреде-
ленная внешняя нагрузка (4 ( нагрузка на единицу площади ),то
вектор усилий одного конечного элемента определяется следующим
образом [36] :




Обычным способом - путем объединения узловых сил в ансамбль не-
трудно получить вектор усилий подструктурн:
(Е = {Е 3.31 )
и вектор узловых усилий суперэлемента
("= (6у -[6.] [К] 9, (3.32 )
где [Е4 - вектор нагрузок, приложенных к граничным узлам под-
структуры; (Е;1 - вектор нагрузок, приложенныхк внутренним
узлам подструктуры, (К,:7 и [Кё] определены в (3.12 ).
Далее, используя методику, изложенную в $ 3.1.3, нетрудно
получить {Е Ч в выражении ( 3.29 ). После учета граничных усло-
- 405-
вий, решая уравнение ( 3.29 ), можно получить докритические пе-
ремещения оболочки. Используя соотношения ( 2.20) и (2.29 ),
вычисляются докритические усилия, которые необходимы для получе-
ния матрицы инкрементальной жесткости. Окончательное матричное
уравнение задачи об определении критической нагрузки будет иметь
(«7 ^ 2‘) и} -9 (3.33 )
Г 4» <
Здесь [К ] — матрица жесткости ребристой оболочки в глобальной
вид:
системе координат; [С1- матрица инкрементальной жесткости в
глобальной системе координат; (4 - вектор обобщенных узловых
перемещений всей оболочки.
После учета граничных условий ( $ 3.3.2 ) решается задача
(3.33 ) определения минимального собственного значения 4».
по алгоритму, описанному в $ 2.2.3. Если полученное наименьшее
собственное значение д. „-. равно единице, то при заданной на-
грузке произойдет потеря устойчивости оболочки, в противном слу-
чае следует изменить нагрузку и повторить всю процедуру расчетов
заново, и так до тех пор, пока Дь.л в некоторой погрешностью не
будет равняться единице. Ниже приводятся численные результаты,
полученные при решении конкретных задач.
Рассмотрим пример расчета на устойчивость при внешнем давле-
нии цилиндрической оболочки со спирально винтовой системой ре-
бер. Длина оболочки [ = 3,14, радиус оболочки Ё = Т, тол-
щина оболочки Н = 0,02, граничные условия жесткого защемле-
ния. Обшивка оболочки выполнена в виде многослойного, однородно-
го по толщине композита, монослой которого имеет объемный коэфои-
циент армирования /4 = 0,6 и выполнен из однонаправленно арми-
рованного углеэпоксидного композита со следующимихарактеристи-
— 10%-
ками ( рассчитаны по методике, предложенной в 8 Т.4 ): Ел = Е =
= 0, 16х10? МПа; Е; = 1,8х10 МПа; С, = @©.. = 0,468х10* МПа;
и = У = 0,289; \, = ),, = 0,026. Ось 3 направлена вдоль
волокон, оси Т, 2 расположены в плоскости изотропии этого транс-
версально-изотропного монослоя. Монослои расположим под углами
09, +450, 909 к образующей оболочки с относительным количеством
слоев в этих направлениях соответственно 0,25; 0,25; 0,25; 0,25.
Спирально винтовые ребра оболочки однослойные, выполненные из то-
го же материала и расположены под углами % = 450 и 1359к обра-
зующей оболочки; число ребер М =8, высота ребер оболочки
Н‹ = 0,3, толщина ребер в = 0,03. Критическая нагрузка соот-
ветствующей оболочки без ребер д,= 2,04 МПа.
Ребристая оболочка имеет критическую нагрузку 9,- 20,42. МПа
Представляет интерес сравнение масс гладкой и ребристой оболочек:
т.= 0392 } т;,= 0594
Из примера расчета видна эффективность использования спирально
винтовых подкреплений для увеличения несущей способности кон-
струкции.
3.4. Оптимизация цилиндрических оболочек со
спиральными ребрами, работающих в режиме
колебаний.
Улучшения весовых характеристик композитных оболочек, ра-
ботающих в режиме колебаний, можно добиться путем управления
формой оболочки. Наиболее простое решение данной проблемы - это
создание подкрепленных оболочек. Сформулируем далее следующую
задачу оптимизации:
С (х/ —7 тем
(3.34 )
- 40+ -
при ограничениях на частоту собственных колебаний
д, [ХТ — > +9 (3.35 )
при геометрических ограничениях
47. () +0; <= 1,23 ... (3.36 )
Здесь С критерий качества проекта - масса оболочки; (3 =
= {4 Хь, , Хи у — вектор оптимизируемых параметров, в ко-
торый входят как структурные параметры материала ребер и обшивки,
так и геометрические параметры оболочки; 442,(х] — минимальная
частота собственных колебаний, зависящая от оптимизируемых пара-
метров; 49 - некоторая заданная частота; А. (<) — совокупность
геометрических ограничений.
Решение поставленной оптимизационной задачи состоит из двух
частей. Первая часть - определение физического ограничения - 7. (к)
низшей частоты собственных колебаний ребристой оболочки ( 63.3.2).
Вторая проблема - отыскание конструкции минимального веса, кото-
рая удовлетворяет ограничениям задачи. При этом используется сле-
дующий подход.
При решении задачи оптимизации почти всегда можно в простраен-
стве параметров оптимизации выделить границы области, в которой,
вероятно, находится оптимум. Опираясь на опыт и интуицию, иссле-
дователь может составить закон распределения вероятности нахох-
дения оптимума в этой выделенной области. В этом области, соглас-
но законам распределения вероятности нахождения оптимума, моно
провести определенное количество испытаний. Каждому испытанию
соответствует точка в пространстве параметров оптимизации. При
испытании проводится расчет минимальной частоты колебаний оболоч-
—408-
ки и вычисляются показатели качества - масса конструкции. После
испытаний, проведенных по определенному плану, делаются оценки
по показателям качества и выделяется лучший проект. Вокруг луч-
шего проекта в первой серии испытаний выделяется новая область
поиска и в ней строится новый план и проводятся испытания следу-
ющей серии. Здесь для построения оптимального плана использован
подход, предложенный в [14] для планирования многофакторных
экспериментов. На основе испытаний строим приближенную модель
о = 49(Хх) (3.37 )
Синтез модельных функций проводится по методике, предложенной
в работе #27 . Так как синтез модели производится в классе
элементарных функций, то полученная функций ограничения весьма
проста. Поэтому, заменяя в исходной оптимизационной задаче огра-
ничение ( 3.35 ) ограничением с модельными функциями (3.37 ),
получаем эквивалентную задачу оптимизации, решение которой легко
получить методами математического программирования.
Рассмотрим пример оптимизации цилиндрической оболочки из
углепластика со спирально винтовой системой ребер при ограниче-
нии на частоту собственных колебаний. Исходные характеристики
оболочки такие же, как и в задаче, рассмотренной в 65 3.3.
В качестве параметров оптимизации выбираем следующие величи-
ны: толщину обшивки Н , высоту спиральных ребер И, . Ширину
ребра принимаем ровной . = № [40 Таким образом имеем век-
тор параметров оптимизапии или вектор проекта:
(х} = {# / Н-
—103-
для первой серии испытаний выделяем следующую область поиска:
0,0 <Н< 0,04
0,08 << 0,25
В данной области поиска проводим серию испытаний по методике,
предложенной в работе /М 7. Выбираем план с десятью уров-
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Компоненты вектора [% для С -ого испытания согласно
плану ( 3.38 ) определяем по формуле:
пак теа Ес ,
= ХХ. (ХК. 3.39ХХ; + (о -Х; по Е )
“Ч
ах к
Здесь Х] и Х Г максимальные и минимальные значения век-
тора проекта в данной серий испытаний.
В таблице 3.Т приведены результаты расчета плана первой се-
рии. За показатели качества проекта были выбраны следующие ве-
личины: масса конструкции С =\{к, (М - объем конструк-










проекта ! : т 1Нк ГУ 1 4%)аа
1 0,04 0,148 0,9924 1952 А
2 0,019 0,182 0,4985 2231 А
3 0,022 0,114 0,5209 1838 А
4 0,028 0,165 0,7103 2064 А
5 0,037 0,199 0,9795 2168 А
6 0,0Т3 0,ТЗТ 0,3152 #2054 А
7 0,0т6 0,233 0,4409 250Т А
8 0,025 0,216 0,6754 2329 А
9 0,03Т 0,097 0,7162 1736 А
10 0,034 0,250 0,9552 2377 А
 
Здесь А - общая форма колебаний.
Из анализа показателей качества плана первой серии видим тен-
денпию к увеличению минимальной частоты колебаний при уменьшении
толщины оболочки Н и при увеличении высоты ребер Н« Из это-
го следует необходимость сдвинуть область поиска в данном направ-




В таблице 3.2 приведены результаты расчета плана второй серии,
Все имеющиеся формы колебаний оболочки представленн на рис.3.5.
Кроме того, в области поиска были подсчитаны частоты в дополни н








Рис.3.5. Формы колебаний оболочки со спирально
Винтовой Системой ребер: а) общая(форма А);





№ уровная Параметры оптимизации} Показатели качества
про- ! Т 1 т Т
екта ; 1 7 } ' Форма
Н Нх У 29, ( $) колебаний
Т 0,0100 0,168 0,2547 3036 С
2 0,0065 0,212 0,1748 2586 А
3 0,0070 0,124 0,168Т 2182 А
4 0,0080 0,190 0,2094 2486 А
5 0,0095 0,234 О,262Т 82214 В
6 0,0055 0,146 0,136: 1734 В
7 0,0060 0,278 0,1738 Т94Т В
8 0,0075 0,256 о,ет2т 2056 В
9 0,0085 0, 102 0,1978 1972 А
То 0,0090 0,300 0,2668 2009 В




в ! Параметры оптимизации |
Г СТ ба
; Н ! Н‹ } У ! 9 (5) ‚ колебаний
1 0,0090 0,153 0,2248 2885 А
2 0,0076 0,167 0,1933 2398 А
3 0,0065 0, 176 0,1672 2470 А
4 0,0093 0,200 0,2465 2493 А
5 0,0130 0,208 0,3479 2455 А
6 0,0060 0,236 0,1659 Т99т В
7 0,0060 0,200 0,1590 2553 А
8 0,0240 0,288 0,7026 2574 А
9 0,0120 0,288 0,3513 2049 В
10 0,0074 0,228 0,2028 2024 В
П 0,0076 0,226 0,2076 2614 А
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Используя данные, полученные при испытаниях ( таблицы 3.Г,
3.2, 3.3), построим функции дя 4,к], которые отражают поведе-
ние модели при общей форме колебаний ( форма А ) и местной форме
колебаний ( формы Ви С ) соответственно. Синтез функций м и
Як" по таблично заданным значениям проводится по методу наимень-
ших квадратов, используя программу, основанную на методике, изло-
енной в работе /727.
В нашем случае функции имеют следующий вид:
4 4 _ <
^. их
Здесь Х, = 0,115 + 76,923 Хл; Х, = -0,448 + 6,494 Х,
24 4
д, ‘= 4495" +404 ХХ +474 Е -94 Е (3.41)
Ре рая
Здесь Х^ = 0,324 + 29,412 Ха . К: = —78,53 + 5,24 Д.
Переходная граница между формами А и В, С определяется уравнени-
ем
н. = (НУ (3.42 )
Уравнение (3.42 ) получаем из расчетных точек, используя аппрок-
симацию по методу наименьших увадратов. Данную границу мохно опи-
сать полиномом Чебышева
нот (ну ель (+ +),
где Ти (НУ = Н "





т (н7 =н! Н = Н—.ы - Нее
т
Здесь для рассматриваемого примера {1 =(0,242; 0,073; - 1. О1Т
0,014; —0,018
—44ч-
На рис.3.6 показаны линии уровня низшей частоты колебаний
( сплошные линии ), линии уровня массы оболочки ( штриховые ли-





Рис.3.6. Линии уровня низшей частоты колебаний
оболочки со спирально винтовой систе-
мой ребер.
Таким образом исходную задачу оптимизации ( 3.34) - (3.36 )
заменяем следующей
С (х > кл (3.43 )
при физических ограничениях




0,005 <Н< 0,0: 19
0,08 <Не< 0,3 (3.28)
чм ,
те 29. (х] при Не - Е, (и 29
т,” («] =
/ 9” (х] при Н.- #(Н/< О
Далее решаем задачу оптимизации (3.43 ) - (3.45 ). Оптиму-
му исходной задачи ( 3.34 ) - (3.36 ), полученному из решения
вспомогательной задачи ( 3.43 } - (3.45 ), соответствует следу-
ющий вектор проекта ( при 4= 2400 ст):
(х.1 = { боо6 2,140 7
С (х.] = 9 4ччо
Для проверки в точке оптимума [х.} методом конечного элемента
было вычислено точное значение основного ограничения и установ-
лено, что исходное ограничение нарушено менее, чем на $5%.
Выводы по ТТТ рлаве
Т. Получены основные соотношения конечного элемента для
спирально винтовых ребер.
2. Разработана методика определения критических нагрузок
и частот собственных колебаний для цилиндрических оболочек со
спирально винтовой системой ребер, основанная на методе супер-
элемента.
3. На примере задачи весовой оптимизации ребристой оболочки
показана возможность применения метода суперэлемента при расчете
физических ограничений оптимизанионной задачи.
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Глава ПМ
РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ НА ЭВМ
4.Т. Общая характеристика комплекса программ.
В настоящее время, когда МКЭ прочно вошел в практику расче-
тов, существует значительное количество вычислительных программ.
Некоторые из этих программ представляют собой довольно сложные
универсальные комплексы ( "Прочность - 75" [3$ 1, "Каскад - 2"
ДЗ 7, МАЗТЕАМ [406 7, АЗКА [$3 7), другие предназначе-
ны для решения довольно простых задач и невелики по объему. Тем
не менее, исследователю нередко приходится создавать свои собст-
венные программы. Так для решения прямых и оптимизапионных задач,
рассмотренных в настоящей работе, создан комплекс программ. Наз-
начение данного комплекса - расчет и оптимизация подкрепленннх
оболочек из композитных материалов. В основу комплекса заложен
метод конечных элементов и метод суперэлементов для решения пря-
мых задач, и метод информативного планирования экспериментов для
решения оптимизационных задач.
Комплекс программ предназначен для использования ЭВМ серии
ЕС в системе 0С. Реализация комплекса осуществляется на ЭВМ Е-
1082, -1030, Ж-Т033 с оперативной памятью 512 кб. Программы
комплекса состоят из ТО модульных блоков. Блоки модулей 1-9 пред-
назначены для решения прямой задачи, блок ТО - для решения опти-
мизационной задачи. На рис.4.Т изображена общая структура програм-
„ного комплекса. Программный комплекс предназначен для микромеха-
нического анализа монослоя композита, для определения упругих ха-
рактеристик композита, исходя из характеристик компонент компо-
зита, для решения задач изгиба, колебаний и устойчивости гладких
и ребристых оболочек. Ниже приводится краткое описание содерха-
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ния составляющих модульных блоков. Общее количество подпрограмм
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Рис.4.Т. Основные блоки комплекса программ.
4.2. Основные блоки, реализующие метод
конечных элементов.
Т. В этом блоке производится подготовка исходной информации,
т.е. дискретизация области и минимизация полуширины ленты. Основ-
ные программы этого блока следующие:
УФА, 548 - производят дискретизапию произвольной плос-
кой области на треугольные элементы. Причем в качестве исходной
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информации необходимо представить исследуемую область в виде на-
бора фрагментов, каждый из которых геометрически представляет со-
бой треугольник ( одна сторона его может быть и частью окруЕнос-
ти ). Далее каждый фрагмент с постоянным шагом п разбивается
на И” одинаковых треугольников;
55% АА) ,‚ $553ААЗ, 5352 ААЧ - производят дискретизацию об-
шивки цилиндрической оболочки и ребер оболочки на изопараметри-
ческие треугольные элементы второго ( $НЕМА ) и третьего
( $НЕЩУ ) порядка;
$5ивт041 , 5и61т072 , 5487105 - Производят дибретизацию
цилиндрической оболочки со спиральными ребрами;
ТЕБРЗ  - производит дискретизацию области на пространст-
венные элементы в виде параллелепипеда;
Се МоР6 - производит дискретизацию области на пространст-
венные элементы в виде треугольной призмы.
Поскольку при автоматической подготовке информации порядок
нумерании узлов не является очевидным, то поднимается вопрос об
оптимальной нумерации для получения минимальной ширины ленты
матрицы жесткости конструкции. Для этой цели используется прог-
рамма М/ИМВММ ‚ в основе которой лежат идеи, изложенные в ра-
боте /887
Так как количество входной информации для конечноэлементных
программ велико, большое значение приобретает автоматизация про-
верки этой информации. Такой контроль может быть проделан с по-
мощью подключения программ из блока № 9.
&. Данный блок содержит библиотеку конечных элементов, кото-
рые необходимы для решения задач, рассмотренных в данной работе.
Вычисления матриц жесткости, масс и инкрементальной жесткости
конечных элементов можно произвести поблочно, причем блок дол-
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вен иметь размер МЗР х№3ЁГ , где МЕ - число степеней свобо-
ды в одной точке. Можно также вычислить матрицу сразу для всего
конечного элемента. Она будет иметь порядок №69 КМс8 , где
№9- число степеней свободы элемента.
Вычисление матрицы изопараметрических элементов производится
с применением численного интегрирования. Перечислим далее основ-
ные элементы, использованные в настоящей работе:
$ ПИР (2. - треугольный элемент первого и второго порядка для
решения плоской задачи;
5142 - пространственный элемент в виде параллелепипеда с
восмью узлами, имеющий 24 степени свободы для решения объемных
задач;
$1176 - пространственный элемент в виде треугольной призмы
с 6 узлами, имеющий 18 степеней свободы;
$11212 - семейство изопараметрических элементов второго и
третьего порядка для расчета произвольных непологих гладких и
ребристых оболочек ( $НЕН7. ,‚ $НЕЁЕЗ).
3. Библиотека суперэлементов. Суперэлементы используются при
расчете ребристых оболочек и собираются из треугольных изопара-
метрических элементов второго порядка ( ЗНЕЧ2: ). Для расчета
оболочек с кольцевыми ребрами используются суперэлементы одного
уровня. При расчете цилиндрических оболочек со спирально винто-
вой системой ребер используются суперэлементы нескольких уровней,
а именно: $485К№1 , 5488131 ‚, 54244
и рис.3.3 ).
‚ 5422 к см. рис.3.2
4. Блок формирования матриц жесткости, инкрементальной хест-
кости и масс конструкции. Здесь представлена группа программ, ко-
торые используются в зависимости от размерности задач, также от
метода решения систем алгебраических уравнений.
Основные программы этого блока следующие:
роем{ - программа формирования одновременно всей матрицы
в оперативной памяти ‹ ОП) размером №3522 х М8АМ® ( М3-
общее количество уровней, МЗАМ№® - полуширина ленты );
ВЕОйМ4 - программа формирования одновременно в ОП матрицы
размером ММ2х МВА, где ММ = МАМЕ , где М =Т,2,3...М;
ЕОК6бвв - программа формирования одновременно в ОП блоков
размером №М8хМВ , где М8 <МВАМЪ,
ро&М - программа формирования одновременно в ОП всех
ненулевых членов матрицы и соответствующей матрины-указателя;
ЕРоМТА - Программа формирования матрицы жесткости и одно-
временная реализация прямого метода исключения Гаусса.
Здесь используется то свойство, что при исключении с -ой
неизвестной при помощи с -ого уравнения совсем необязательно,
чтобы коэффициенты других уравнений были полностью просуммирова-
ны: Здесь построение матриц жесткости для конечных элементов
происходит "параллельно" с исключением неизвестных внутри блока.
В оперативной памяти одновременно находится одномерный массив
размерности № = ( МВАМВ +1] хМЗАМ» [2.
5. Блок решения системы уравнений равновесия. Он содерхит
несколько программ, которые используются в зависимости от того,
в каком виде сформирована матрица хесткости конструкции, и от
ресурсов ЭВМ, которые имеются в нашем распоряжении.
Блок решения систем линейных уравнений содержит следующие
программы:
50-\Е - программа, реализующая метод исключения Гаусса, ког-
да одновременно в ОП хранится вся матрица жесткости конструкции
размером М№М53Ех МВАМ® ( совместно с программой ЕОЕМ4 );
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5050г - программа, реализующая итерационный метод Гаус-
са-Зейделя с одновременным хранением в ОП матрипы размером
М52Ех МВАК®- ( РОКМФ1);
В50ЕУЕ —- программа, реализующая метод исключения Гаусса с
хранением в ОП блока размером МВАл М8АМЭ-, где №34 =4х МВА
( ВРОЕМ4 );
3901$55 - реализует итерационный метод Гаусса-Зейделя с
одновременным хранением в ОП МВАМЭк МВАд®- ( ВЕОЮМЛ );
ВАМЭ2Е - реализует метод исключения Гаусса с хранением в
ОП- двух строк длиной №34мМ8 ( ВРОЕМ1 );
$АЁМЕ - реализует блочный метод исключения Гаусса
( Рокввв );
50ТКТЕ - реализует итерапионный метод Гаусса-Зейделя
( Говм).
6. Решение обобщенной проблемы собственных значений
(414 =Ю8] ( . В основу метода положен алгоритм, описанный
в 6 2.2.3. Этот блок содеркит следующие программы:
$1РА5  - программа, реализующая итерационный метод опре-
деления минимального собственного значения. В ОП одновременно
находится один массив ( [А] или [37 ) размерностью М52Ех МВА М>
51РА51 - реализует тот же итерационный метод с хранением
в СП одновременно части одного массива ( [АТ или [57 ) размер-
ностью МВАМУКМ8АНЭ
7. Блок учета граничных условий. Этот блок содержит следую-
щие программы:
Т25\М!3К - программа вычеркивания строк и столбцов, соот-
ветствующих нулевым граничным условиям, когда в ОП одновременно
находится матрипа размером М5Ерх МВАМ\
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152 КК4 - программа вычеркивания строк и столбцов, соот-
ветствующих нулевым граничным условиям, когда в ОП одновременно
находится матрица размером  М№х МВАМ» , где М5% < М52Е
Т25у©А  - программа учета граничных условий в векторе
нагрузки;
511506 — программа, реализующея учет граничных условий в
глобальных координатах с помощью множителей Лагранха. В ОП одно-
временно находится массив размерностью №52Е х МАМ
581504  - программа, аналогичная программе Зйоз , но с
одновременным хранением в ОП массива размерностью №2х МвАМэ-
8. Блок решения физически нелинейных задач по определению
поля напряжений однонаправленно армированного композита. Блок
реализует метод переменной жесткости. При этом используются
программы блоков 4 и5.
9. Блок графического вывода результатов. Этот блок содеркит
несколько программ, позволяющих получить на АШУ сетку конечных
элементов в исследуемой области и линии уровня главных напряхе-
ний. Этот блок содержит следующие программы:
©6Ис6- программа вывода сетки КЭ на АЦПУ для плоской
области;
©6114 - программа вывода сетки КЭ на АЦПУ для ребристых
оболочек;
СКАЕЕ - программа вывода на АЦЦПУ линий уровня главных
непряхений.
ТТ. Блок оптимизации методом информативного планирования
экспериментов для решения оптимизационных задач для ребристых
оболочек.
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4.3. Поимер расчета критической нагрузки оболочки
со спиральными ребрами при внешнем давлении
( основные этапы реализации на ЭВМ).
В данном параграфе рассмотрим общую схему решения задачи
об устойчивости оболочки со спиральными ребрами под действием
внешнего давления ( рис.4.2 ).
После ввода исходных данных по методике, изложенной в 1-ой
главе, расчитнваются упругие характеристики обшивки и ребер обо-
лочки. Далее строятся суперэлементы оболочки нескольких уровней.
В данной задаче ( оболочка со спиральными ребрами ) применяются
суперэлементы трех уровней ( см. ТТ гл. ). Из суперэлементов
высшего уровня формируется матрица жесткости конструкции и учи-
тываются граничные условия. При заданной нагрузке находятся до-
критические перемещения оболочки ( решается уравнение (3.29 )).
Далее формируются матрицы инкрементальной жесткости суперэлемен-
тов и затем матрица инкрементальной жесткости конструкции. После
учета граничных условий решается задача на собственные значения
( уравнения ( 3.33 ) ). Если полученное наименьшее собственное
значение равно единице, то при заданной нагрузке произойдет по-
теря устойчивости оболочки. В противном случае следует изменить
нагрузку и снова повторить всю процедуру ( цикл по нагрузке см.
рис.4.2 ), до тех пор, пока Атеи с некоторой погрешностью не
будет равняться единипе. В прилокении представлены основная поог-
рамма и основные подпрограммы, реализующие данную блок-схему.
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Рис.4.2. Блок-схема решения задачи устойчивости
оболочки.
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В таблице 4.Т приведены характерные времена решения типовых
задач с использованием данного комплекса программ. Как следует
из таблицы, объем оперативной памяти колеблется от 130К ( за-
дача ТТ) до 600 КЁ ( задача № 6 ). В широком диапазоне такхе




Т т Т т т
1 1 1 — |! 1
в! задача | ше р ое | Время | Марка
нений раций ленты решения т ЭВМ
1 !
Т. Расчет упругих ха- 100 - 30 30 (5) Е-1т030
рактеристик моно-
слоя МЭ






3. Формирование МЕ матрица  - Число т0о- 24 (5) 20-1022




4. Изгиб пилиндри- 1000 - 90 40 (мм) 26-1022
ческой оболочки
МЕЭ













Т. Разработана методика определения поля микронапряжений
в однонаправленно и пространственно ортогонально армированном
композите при сложном напряженном состоянии, позволяющая опре-
делить упругие характеристики однонаправленно и пространствен-
но ортогонально армированного композита с анизотропными волок-
нами и определить начальные поверхности разрушения однонаправ-
ленно армированного композита с упругой и нелинейно-упругой
матрицей и пространственно ортогонально армированного компози-
та с упругой матрицей при слокном напояженном состоянии.
2. Для расчета произвольных непологих многослойных оболо-
чек предложен новый, полностью согласованный изопараметричес-
кий треугольный конечный элемент, учитывающий деформации попе-
речного сдвига и обкатие нормали, и исследованы свойства схо-
димости элемента.
3. На основе конечноэлементной дискретизации разработана
методика решения задач устойчивости и определения частот соб-
ственных колебаний цилиндрических оболочек из композитных ма-
териалов со спирально винтовой системой ребер, учитывающая
дискретный характер размещения ребер.
ц. Создан универсальный комплекс птограмм для 95“, позво-
ляющий решать -вышеизложенные задачи, в том числе:
— определить начальные поверхности разрушения однонапраз-
ленно и пространственно ортогонально армированных ком-
позитов при сложном напряженном состоянии;
— определить упругие характеристики однонаправленно и
пространственно ‘ортогонально армированных композитов с
анизотропными волокнами;
— исследовать однонаправленно армированный композит с не-
линейно-упругой матрицей;
— определить критические нагрузки и частоты собственных
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"15" нолбря 1979 г. г. Рига
— д —ы=ы=ы=—.„„ННны—
зие.сс
мы, НИхепсдписавшиеся: представители Института механики
полимеров АН Латв.ССР ст.научн.сотр. Рикерле Р.Б.
 
с одной стороны, и предприятия ( отганизации )
п/я Г-4725 нач.откела ЛИЗИН В.Т.
с другой стоооны, составили настоящий 2ит о том, что тыполнен-
ние работы по теме ( договору ) №} 77/! от 23 бероеля 1977 гс-
ла "оасчет несущей способности и оптимизация полектепленних
(название темы ( договора), раздела, этепа)
оболочечных конструкций из композиционного материала"
 
 
внедрены на предприятии п/я Г-4725
ПЕРЕЧЕНЬ
выполненных работ и достигнутая от внедрения эзбектизисст-
 
!„  Чапменовачие внедосчних  Постигнутая техническая
п/п мероприятий и содерха- эйфектирность (эбс.нет.
ние работ, выполченных едлиници измерениг "ти
по кахлому мероприятие птог . ___
Г. С е:
т. Мотоптика оптимизации о60- Методика расчета  оптимизс-
лочеи из компоситных ма- ции оболочек из композитекх
териалсв, таботающих на "атермало? поззоляет при поо-
Устсйчивость. ектировении иснетрукций л0с-




о. Программы расчета методом
конечного элемента и оп-
тимизации по весу гладких








Годовой экономический эффект ‚ определенный заказчиком.
Охилаемый головой экономический эгоект, расчетанный по изделгю
(сумма прописью )
врамквх поепприятия, п/я Г-№725 составляет
Тридцать девять тысяч шестьсот четыре рубля.
Расчет годового экономического эекта, произведенный в
соотзетствии с действующими методиками и инструкциями, поила-
гается.
Представители предприятия
ст.научн. сотр. РИкардс Р.Б.
( подпись ) №0.0Г.80 г.
Копия верна:
Ученый секретарь Института






( полгись ) 10.01.80 г.
Начальник сектоза
( подпись ) БЕССАРАБОВ Ю.Д.
Ведущий инкенер


















о внедрении работ по теме "Теория деформиро-
вания новых композитных материалов и методика
расчета тонкостенных конструкций из этих ма-
териалов" (один из ответственных исполнителей
мл.н.сотр. Чате А.К.)
За период с 1975 по 198Т г по теме "Теория деформирования
новых композитных материалов и методика расчета тонкостенных
конструкций из этих материалов" и хоздоговором с прелприятием
п/я Г-4725 (акт внедрения от 15.11.79 г.) осуществлено внед-
рение методики оптимизации по весу оболочек из композитных ма-
териалов с учетом устойчивости.
Годовой экономический эфект от внедрения методики в ука-
занной организации составляет 40 тыс.руб за счет повышения качества
проектных проработок и сникения материалоемкости изделий.








Ученый секретарь Института, , \ |
3 = ` / и :





Ниже приведены программа и некоторые основные подпрограммы
зычисления критической нагрузки устойчивости цилиндрической
оболочки во спирально винтовой системой ребер.
Здесь представлены следующие подпрограммы:
$71122... подпрограмма формирования матрицы жесткости,
масс и геометрической жесткости элементов
НЕБА, й ЗНЕШЪ ;
ЗИВРоР - подпрограмма формирования суперэлемента;
$1РА51, - подпрограмма определения минимального вобот-
венного значения;
$46514 «> подпрограмма формирования вектора нагрузки
суперэлемента;
РАМЕ = Подпрограмма определения внутренних пере-
мещений в суперэлементе.
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